Nom:............... Prénom:............... Classe .......

[ CORRECTION DE L'INTERROGATION N°5

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et de Uapplication.

Exercice 1. 10 points
On consideére la fonction f définie sur R\{1} par:

Spx+1
=21

1. Déterminer les limites de f (on précisera s'il y a lieu I'existence d’asymptote) :

(a) lorsque x tend vers +oo puis lorsque x tend vers —oco;

Solution
Nous devons lever I'indetermination en factorisant par la puissance de degré maximal au numérateur
comme au dénominateur, ainsi pour x #Z0on a:

3 1 1 2 1 1
X (1+?+F)_X (1+?+F)

-y 1

X

f)=

. . . . I 1 .
Onsait que lim x? = +oo, puisona lim 1+ — + — =1, de sorte que par produitona:
X—+o00 X—+00 x2 x3

. 1
lim x*|1+—=
X—+00 x2

+ = +00

Il
. 1 .
De plus hrP 1- — =1 etdonc par quotient on conclut que :
X—+o00 X

x2(1+i2+i3)

. X X

lim —————* =+00
X—+00 1_;

Nous en déduisons que ¢y n'admet pas d’asymptote horizontale en +oo

(b) lorsque x tend vers 1* puis lorsque x tend vers 1.

Solution
Ona lim+ Brx+1=3et lim+ x—1=0% donc par quotient on obtient :
x—1 x—1
. BHx+1
lim ———— =+o00

x—1t  x-1

De méme on a lirgl B +x+1=3et lirgl x—1=0" donc par quotient on obtient :
x—1" x—1"

XBrx+1

lim
x—1- x-1

—00

Nous en déduisons que ¢y admet une asymptote verticale d’équation x = 1.

2. Déterminer f’(x) pour x # 1.

Solution
Pourtoutx#1ona:
B+x+D (x-D-(B+x+Dx-1" BxF+Dx-D-(C+x+1) 3x°-3x%+x-1-(P+x+1) 2x°-3x*-2
(x-1)? - (x-1)2 - (x-1)? IEEVE

flo=

3. Onpose g(x) = 2x3 —3x% 2.



(a) Déterminer les limites de g lorsque x tend vers +oo puis lorsque x tend vers —oo.

Solution
3 _

Ona lim x*=—-copuis lim —3x*-2=—oodonc par somme on trouve lim g(x) = —oo.
X——00 X——00 X——00

Par contre il faut lever 'indetermination en +oo, pour cela factorisons par x3, etdoncpour x#0ona:

(x)—x3(2—§—3)
§ B X

3
. . . 3 . 3 2 .
Désormaisona lim x”=+ocoet lim 2———— =2donc par produit:

X—+00 X—+00 X X

Jim g = voo

(b) Calculer g’ (x) puis dresser le tableau de variation de g sur R.

Solution
Pour tout xe Rona g'(x) = 6x% —6x.
6x°—6x=0< x(6x-6)=0=x=0 ou 6x-6=0<x=0 ou x=1
on en déduit le tableau de signe de g’ et le tableau de variation de g :

X —00 0 1 +o00o
g (x) + 0 - 0 +
-2 +00
—00 -3

(c) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution dans R que I'on note a. Donner un encadrement de a a 107! pres.

Solution

D ’apres la question précédente sur l'intervalle | — oo; 1] la fonction g admet un maximum qui est —2, de

sorte que g(x) < —2 pour tout x < 1 donc I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans 'intervalle

] —o00;1].
De plus sur l'intervalle ]1; +oo] :
— g est continue puisqu’il s’agit d’'un polynéme;
— g est strictement croissante;
— g estavaleurs dans l'intervalle [-3;+oo[ et 0 € [—3; +00]
Ainsi d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires 'équation g(x) = 0 admet une unique
solution dans 'intervalle ]11; +ool.
Bilan, I'équation g(x) = 0 admet exactement une solution sur R.
De plus, on constate que g(1,8) <0 et g(1,9) > 0 donc si cette solution s’appelle a alors 1,8 <a < 1,9.

(d) Dresser le tableau de signe de g sur R.

Solution
O n déduit immédiatement des deux questions précédentes que :

gx) - 0 +




4. Endéduire le tableau des variations de f sur R\{1}.

Solul;ion ,
. fooy 2x°=3x"-2 gl .
Rappelons ici que f'(x) = G 1P d’oli:
X —00 1 (o4 +00
g(x) - 0 +
(x—1)? + 0 +
' - - 0 +
+00 +00
) >~
f@
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Exercice 1. 10 points
On consideére la fonction f définie sur R\{1} par:

B -3x+1

f(x) = fl

1. Déterminer les limites de f (on précisera s'il y a lieu I'existence d’asymptote) :

(a) lorsque x tend vers +oo puis lorsque x tend vers —oco;

Solution
Nous devons lever I'indetermination en factorisant par la puissance de degré maximal au numérateur
comme au dénominateur, ainsi pour x Z0ona:

3 3 1 2 3 1
X(l—?-f'ﬁ) X(l—?-f'ﬁ)

o= N 1
x(1-5) 1-%
. . 2 . . 3 1 .
Onsait que lim x“=+o0, puisona lim 1-— + — =1, de sorte que par produiton a:
X—+o00 X—+00 x2 x3
2(1_2 . 2
xgrilwx (1 5+ — | =+00
De plus lirp 1- — =1 et donc par quotient on conclut que :
X—*o0
3.1
2= 2+ )
lim —————==+o00
X—too 1-— x

Nous en déduisons que ¢y n'admet pas d’asymptote horizontale en +oo

(b) lorsque x tend vers 17 puis lorsque x tend vers 1™

Solution
Ona lim+ X -3x+1=-1let lim+ x—1=0" donc par quotient on obtient :
x—1 x—1
2 -3x+1 _

im =—00
x—1* x—1

De méme on a linll 2 -3x+1=-1let lir? x—1=0" donc par quotient on obtient :
x—1" x—1"

o x3-3x+1
lim —— — =+
x—1- x—1

Nous en déduisons que ¢y admet une asymptote verticale d’équation x = 1.

2. Déterminer f'(x) pour x # 1.

Solution
Pour toutréel x#1ona:
3 -3x+1)(x-1)-(*-3x+D(x-1)  @Bx*-3)(x-1)-x*+3x—1 2x°-3x*+2
(x—1)2 - (x—1)2 o (x-1)2

flo =

3. Onpose g(x) =2x3 —3x% +2.

(a) Déterminer les limites de g lorsque x tend vers +oo puis lorsque x tend vers —co.



Solution

3= _copuis lim —3x%+2 = —oco donc par somme on trouve lim g(x) = —oo.
X——00 X——00

Ona lim x
X——00
Par contre il faut lever 'indetermination en +oo, pour cela factorisons par x3, etdoncpour x#0ona:

(x)—x3(2—§+£
gL = x x8

. . . 3 . 3. 2 .
Désormaisona lim x”=+ocoet lim 2-—+ — =2donc par produit:
X—+00 X—+00 X X

Jim g0 = oo

(b) Calculer g’(x) puis dresser le tableau de variation de g sur R.

Solution
Pourtout xe Ron a g’(x) =6x° —6x.

6x2—6x=0<:>x(6x—6) =0<—=x=0 ou 6x-6=0<—=x=0 ou x=1
on en déduit le tableau de signe de g’ et le tableau de variation de g :

pY —00 0 1 +00
g'(x + 0 - 0 +
2 +00
—00 1

(C) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution dans R que I'on note a. Donner un encadrement de o & 107! pres.

Solution
D ’apres la question précédente sur 'intervalle [0; +oo[ la fonction g admet un minimum qui est 1, de
sorte que g(x) = 1 pour tout x = 0 donc I'équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans l'intervalle
[0; +o0l.
De plus sur l'intervalle ] —oo;0[ :
— g est continue puisqu’il s’agit d’'un polynéme;
— g est strictement croissante;
— g estavaleurs dans l'intervalle | —oo;2[ et 0 €] —o0; 2|
Ainsi d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires 'équation g(x) = 0 admet une unique
solution dans I'intervalle ] — oo; 0[.
Bilan, I'équation g(x) = 0 admet exactement une solution sur R.

De plus, on constate que g(—0.7) <0 et g(—0.6) > 0 donc si cette solution s’appelle « alors
-0.7<a<-0.6.

(d) Dresser le tableau de signe de g sur R.

Solution
O n déduit immédiatement des deux questions précédentes que :

gx) - 0 +




4. Endéduire le tableau des variations de f sur R\{1}.

Solution
2x*-3x%+2 _ g(x)

P ! _ y N
Rappelons ici que f'(x) = GoD?  o1)? d’oli:
X —00 (o4 1 +00
g(x) - 0 +
(x—1)? + 0o+
£ -0 + | +
+00 +00
fx) \ ; / H /
(o)




