Nom:............... Prénom:...............

CORRECTION DE 'INTERROGATION N°1

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et de Uapplication.

Exercice 1.
On considere la suite (v;) définie pour tout entier naturel n par :
n-1

Up =
n2+1

Déterminer lim vy.
n—-+oo

Exercice 2.
1+2
Soit (uy;) une suite définie par up =0 et up41 = 2++ uu” pour tout entier naturel 7.
n
3 1+2x __, . . .
1. Soit f(x) = TPl Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur [0; +ool.
Pour x # -2
f,( ) 1+2x)2+x)-1Q+2x)2+x) 22+x)—-(1+2x) 4+2x-1-2x 3
X) = = = =
(24 x)2 (24 x)2 2+ x)2 (24 x)2
X —00 -2 +00
£ S

IS

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel nona0 < uy, < 1.
Notons Z(n):0<u, <1

— Initialisation : Montrons que & est vraie au rang 0.
On sait que up =0 et on abien 0 <0 < 1 donc & est vraie au rang 0.

— Heérédité : Montrons que si0 < u, <lalors0<u,+ <1
) 1+2u,
On sait que u,+1 = — etonsuppose 0 < u, <1
2+ uy
On ala série d’équivalence :

O<u,<l1

= f(0) = fup) < f(1)

1
@Efun+1<l

donc & est héréditaire.
— Conclusion : & est initialisée a partir du rang 0 et est héréditaire donc :
O<sup<l1
3. Démontrer que la suite (i) est strictement croissante. Que peut-on en déduire ?
Notons Z(n) : U, < Uni1
— Initialisation : Montrons que & est vraie au rang 0.
On saitque yp =0etona u; = % donc uy < uy et donc & est vraie au rang 0.
— Heérédité : Montrons que si U, < Up+1 alors Up1 < Upto
tn et on suppose Uy < Up+]

2+ uy
On ala série d’équivalence :

On sait que u,41 =

Un < Up+1

= f(un) < f(Un+1)

—Up < Up+1

donc &2 est héréditaire.

(4 points)

(6 points)



— Conclusion : & est initialisée a partir du rang 0 et est héréditaire donc la suite (u,) est strictement croissante.

On peut déduire du fait que (u,) est majorée par 1 et est strictement croissante que (u,) converge vers un réel
¢ ayant la particularité d’étre inférieur ou égal a 1.



Nom:............... Prénom:............... Classe .......

INTERROGATION N°1

On prendra soin de coller le sujet sur la copie. La note tiendra compte de la qualité de la rédaction et de Uapplication.

Exercice 1. (4 points)
u
Soit (u#y) une suite définie pour tout entier naturel n par ug =2 et uy4+1 = #
Un
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non a:
2
Un =
" 2n+1
Solution

N otons (n) la propriété suivante :

2
Pn):up=
Dt = 1
— Initialisation : Montrons que & est vraie pour 7 = 0.
2
Pour cela calculons %01 2 et puisque uy = 2 la propriété & est vraie pour n = 0.
X
2 2

— Heérédité : Montrons que si u, = St alors uy,+1 =

2n+D)+1 2n+3

u 2 . P
Nous savons que Up+1 = et nous supposons que u, = ——, par conséquent nous en déduisons
1+u, 2n+1

que:

2 2 2

Upoy = — 2L Znl _ Zuel _ 2 2n+l 2
n+l1 — - - - -
2" il T 23 2p4 1 2n+3  2n+3
2n+1 2n+1 2n+1

et donc & est une propriété héréditaire.
— Conclusion: & est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc on a démontré par récurrence que :

_ 2
T 2n+1

VneN: Un

2. En déduire la limite de la suite (uy,).

Solution
C omme lir+n 2n+ 1 = +oo, on obtient par quotient :
n—+oo

im =0« lim u,=0
n—+oo2n+1 n—+oo

Exercice 2. (6 points)
On considere la suite (v;;) définie pour tout entier naturel n par vp =1 et vy41 =V vn +3

1. Démontrer, par récurrence, que la suite (vy,) est croissante.

Solution
N otons #(n) la propriété suivante :

Pn):0<v,< vy

— Initialisation : Montrons que & est vraie pour 7 = 0.
Pour cela calculons v; = V143 =2 et puisque vy = 1 < 2 la propriété & est vraie pour n = 0.
— Heérédité : Montrons que si 0 < v, < V41 alors 0 < vp41 < Upy2

Nous savons que v,+1 = v/ U, + 3 et nous supposons que 0 < v, < v,.], par conséquent nous en déduisons
que:

0<Up<Unt1 =3<Up+3<Up1+3=V3<\VUn+3< VU1 +3= V3 < Ups1 S Uny2 = 0< Upy1 < Upy




et donc & est une propriété héréditaire.

— Conclusion: & est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc on a démontré par récurrence que la
suite était croissante, au passage on a aussi démontré qu’elle était minorée par 0 (obligatoire pour pouvoir
appliquer la racine).

2. Démontrer que pour tout entier naturel ona:0< v, <3.

Solution
N otons #(n) la propriété suivante :

Pn):0<v,<3

— Initialisation : Montrons que & est vraie pour 7 = 0.
C’est évident puisque vy = 1 est compris entre 0 et 3, donc la propriété & est vraie pour n = 0.
— Heérédité : Montrons que si 0 < v, <3 alors0< v,+1 <3

Nous savons que V41 = v/ Un + 3 et nous supposons que 0 < v, < 3, par conséquent nous en déduisons
que:
0<v,<3=3<vy+3<6=V3< /1, +3<V6=0<v,,1<3

et donc & est une propriété héréditaire.

— Conclusion : &7 est initialisée a partir de n = 0 et est héréditaire donc on a démontré par récurrence que
la suite était minorée par 0 et majorée par 3.

Que peut-on déduire des deux résultats précédents ?

Solution
L a suite (v,,) est croissante et majorée, donc d’apres le théoréme de convergence monotone elle converge vers
un réel ¢ qui a la particularité d’étre inférieur ou égal a 3.

3. On considere une autre suite (wy,) définie par la relation wy,+1 = \/wy, +3 de premier terme inconnue. Déterminer wy de telle maniére a ce que

la suite soit constante.

Solution
L a suite (w;,) est constante si et seulement si w4+ = w, <= \/ wy, +3 = w, pour tout entier naturel n
Premierement on doit avoir w;,, > 0 et deuxiemement \/ w, +3 = w, = w, +3 = w% = w% -w,—-3=0
2 _ x—3 en calculant son discriminant A = b*> —4ac =1+ 12 = 13 donc ce

trindme admet deux racines :

1-v13 1+V13
=—F— € Xp=———

Cherchons les racines du trinbme x

X1

Seule x» > 0 donc pour que la suite soit constante il n’existe qu'une possibilité, celle de choisir wy = x».




