[ Correction de l’interrogation n°4

Exercice 1. R.O.C (4 points)
On consideére la suite (uy,) définie par u, = f(n), avec f définie sur I’ intervalle [a; +o00[, ot a > 0

1. Sila fonction f est croissante (resp. strictement croissante) sur [a; +oo[ montrer que la suite (u,,) est croissante
(resp. strictement croissante).

2. Si la fonction f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur [a; +oo[ montrer que la suite (u,) est
décroissante (resp. strictement décroissante).

‘ Preuve

1. Cas 1 : f est strictement croissante sur [a; +o00[
Pour tout entier n > a, f étant strictement croissante sur [a; +00],

fn) < fln+1) = up < Ups1

Par conséquent, (u,) est strictement croissante.

2. Cas 2 : f est strictement décroissante sur [a; +o00|
Pour tout entier n > a, f étant strictement décroissante sur [a; +ool,

fn)> f(n+1) <= up > uny1

Par conséquent, (u,) est strictement décroissante.

Exercice 2. (4 points)
On consideére la suite (u,) définie par :
ug = 2
1
{ Upt1 = 5“” +3

1 n
n=—4 - 6
U ><<2> +

1\°
— Initialisation : On sait que ug = 2, de plus —4 x (5) +6=—-446=2=uyp.

1. Notons #(n) la propriété

Par conséquent la propriété & est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que la propriété & soit vraie au rang n et montrons que & est vraie au rang n + 1.

1 n
D’apres 'hypothése de récurrence on a u,, = —4 X <§> + 6, donc :
1 1 1 n 1 n+1 1 n+1
Un41 2u +3 2[ ><<2> +6]+3 x(2) +3+3 ><<2> + 6

ce qui prouve la propriété & au rang n + 1.
— Conclusion : Pour tout n € Non a : "
1

2. Soit la suite (v,,) définie par v, = u,, — 6 pour tout n € N
(a) vne Nona:

1 1 1
,Un+1:un+1_6:§Un+3—6:§un_3:§(un_6):1
Un, Uy — 6 Uy — 6 Uy — 6 Uy — 6 2

La suite (v,) est donc géométrique de raison 3

(b) On a:



Exercice 3. (2 points)

Déterminer le sens de variation des suites suivantes :
2

1. un:n—,VnEN
n+1
(n+1)2 n?
n+2 n+l
(n+1)3 — (n +2)n?
(n+1)(n+2)
n3 +3n2+3n+1—nd—2n?
(n+1)(n+2)
n?>+3n+1
(n+1)(n+2)

Unp4+1 — Up =

Comme n € N uy41 — up > 0 <= upq1 > uy, et donc la suite (uy,) est strictement croissante.

2.Vn €N, vyp1 =V, +2etvg=—1.
Notons Z(n) : vp41 > v, > —2.
— Initialisation : vg = —1 et v1 = 1, donc &2 est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que la propriété & soit vraie au rang n et montrons que & est vraie au rang n + 1.
D’apres 'hypothése de récurrence on a v,+1 > vy > —2 <= vp41 +2 > v, +2 > 0.
Comme la fonction racine carrée est croissante sur Rt on a alors :

Vi1 2>V, +2 >0 <= vnyo > ny1 > 0> =2

Par conséquent la propriété &2 est héréditaire.
— Conclusion : On vient de montrer par récurrence que Vn € N

Un+1 > Up 2 -2

ce qui prouve que la suite (v,,) est croissante.



[ Correction de l’interrogation n°4

Exercice 1. R.O.C (4 points)
On considere une suite arithmétique de raison r

1. Démontrer que pour tout n € N, on a u,, = ug + nr

2. Démontrer que pour tout n € N et pour tout p € N, on a u,, = u, + (n —p)r

‘ Preuve

1. Notons #(n) la propriété u, = ug + nr.
— Initialisation : pour n = 0, ug + 0r = ug par conséquent & est vraie (évidente ?) au rang 0.
— Heérédité : Supposons que la propriété &2 soit vraie au rang n et montrons que & est vraie au rang
n+ 1.
D’apres ’hypothese de récurrence on a wu,, = ug + nr, par conséquent :

Upi1 = Up +7 =g +nr +7 =1ug+ (n+1)r

La propriété & est vraie au rang n + 1.
— Conclusion : On a démontré par récurrence que pour tout n € N

Uy = Ug + NT
2. Comme u,, =ug+nretu, =ug+prona:

Up —Up =11 —pr = (N —p)r < up = up + (n — p)r

Exercice 2. (4 points)
On consideére la suite (u,) définie par :
ug = 5
3
Upt1 = 5“” -1

3 n
n=3 — 2
U ><<2> +

0
3
— Initialisation : On sait que ug = 5, de plus 3 X (§> +2=34+2=5=uyp.

1. Notons #(n) la propriété

Par conséquent la propriété & est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que la propriété &2 soit vraie au rang n et montrons que & est vraie au rang n + 1.

3 n
D’apres ’hypothése de récurrence on a u,, = 3 X <§) + 2, donc :

3 3 3 n 3 n+1 3 n+1

ce qui prouve la propriété & au rang n + 1.
— Conclusion : Pour tout n € Non a : N
3

2. Soit la suite (vy,) définie par v,, = u,, — 2 pour tout n € N

(a) vneNona:

3 3 3
Uni1 _ Upp1 — 2 _ 5'&71 —-1-2 _ §un _3 _ 5(’“" - 2) _ §
Up, Uy — 2 Uy — 2 Uy — 2 Uy — 2 2

La suite (v,,) est donc géométrique de raison 3

(b) Ona: ) )
o= a2 (2) =0 (2)



Exercice 3. (2 points)
Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

3
2 meN

1. u, =
3 3
An+1)+2 4n+2
3(4n +2) — 3(4n + 6)
(4n +6)(4n + 2)
12n4+6 — 12n — 18
(An +6)(4n + 2)
—18
(An +6)(4n + 2)

Unp+1 — Up =

Comme n € N uyq1 — up < 0 <= up41 < uy, et donc la suite (uy,) est strictement décroissante.

2. Vn e N, vpq1 = Vo, + 2 et vg = 6.
Notons Z(n) : =2 < vpt1 < Uy,
— Initialisation : vy = 6 et v] = 2v/2 ~ 2,8 < 6, donc & est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que la propriété &2 soit vraie au rang n et montrons que & est vraie au rang n + 1.
D’apres 'hypothese de récurrence on a —2 < v,41 < v, <= 0 < vpq1 +2 < v, + 2.
Comme la fonction racine carrée est croissante sur R* on a alors :

OS\/Un+l+2§\/vn+2<:>_2<ogvn+2S'UnJrl

Par conséquent la propriété &2 est héréditaire.
— Conclusion : On vient de montrer par récurrence que Vn € N

-2 S Un+1 S Un

ce qui prouve que la suite (v,,) est décroissante.



