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Exercice 1. (5 points)
Cet exercice contient une restitution organisée de connaissances.

Partie A
On suppose connus les résultats suivants :

1. Dans le plan complexe, on donne par leurs affixes z4, zp et z¢ trois points A, B et C.

- B — — =
Alors |ZB—2C| = ¢B et arg FBTEC) (CA , CB ) (2m).
ZA — ZC CA ZA — ZC
2. Soit z un nombre complexe et soit 6 un réel :

z = e i et seulement si |z| = 1 et arg(z) = 0 + 2km, ol k est un entier relatif.

QM |2 — w]
Ona: QM = QM < =1+ =1
na QM’ |z — wl
' — r_
De plus arg(z w) = (QM’, QM) (27), par conséquent le nombre complexe 2 Y pour module 1 et pour
) z—

argument 6, on peut donc écrire, en utilisant la forme exponentielle, que :

!/
zZ —w i

Z—Ww

On en déduit alors que : 2’ —w = e (z — w)

Partie B

Dans un repére orthonormal direct du plan complexe (O;u,¥) d’unité graphique 2 cm, on considére les points
A, B, C et D d’affixes respectives

za=—V3-1, zp=1-iV3, zc =V3+iet zp = —1+iV3.
1. (a)
24l = V3 +1=2
lzpl =V1+3=2
lzc|=V3+1=2
lzp| =vV1+3=2

za =71(cosf +isinf) =2 <_§ _ %) — 9

Ainsi :

5
Le module de z4 est donc 2 et un argument de z4 est —%.

1 3% ‘m
zp =1(cosf +isinf) =2 (5 - TZ> =2e '3

T
Le module de zp est donc 2 et un argument de zp est ——.

zc =r(cosf +isinf) =2 <L§ + 2) = 2¢!

ol

2 2

T
Le module de z¢ est donc 2 et un argument de z¢ est r

1 ) ;2T
zp =r(cosf +isinf) =2 <—§ + %) = 2¢'F
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2
Le module de zp est donc 2 et un argument de zp est —.

(b) On trace le cercle, disons € de centre O et de rayon 2. A est alors le point d’intersection de € avec la
droite d’équation y = —1 situé dans le quart de plan d’abscisse et d’ordonnée négatives.
B est le point d’intersection de & avec la droite d’équation z = 1 situé dans le quart de plan d’abscisse
positive et d’ordonnée négative.
C est le point d’intersection de & avec la droite d’équation y = 1 situé dans le quart de plan d’abscisse
et d’ordonnée positives.
D enfin est le point d’intersection de € avec la droite d’équation z = —1 situé dans le quart de plan
d’abscisse négative et d’ordonnée positive.

™
(c¢) Considérons la rotation de centre O et d’angle 5 alors 'image du point A noté A’ est :

zar =124 = —V3i+1=2z2p
De méme
ZB’ :iZB:i+\/§:Zc
et
Zor =12 = ZD
ainsi que

Zpr = 12D = ZA

Par conséquent les diagonales de ce quadrilatére sont perpendiculaires et se coupent en leurs milieux et
ont aussi la méme longueur, ABCD est donc un carré.

2. On considére la rotation r de centre B et d’angle —g. Soient FE et F les points du plan définis par : E = r(A)
et F =r(C).

(a) On construit les cercles de centre A et de rayon AB et de centre B et de rayon AB, le point d’intersection
de ces deux cercles a l'intérieur du carré ABCD est le point E.
On construit les cercles de centre B et de rayon BC' et de centre C et de rayon BC), le point d’intersection
de ces deux cercles a l'extérieur du carré ABCD est le point F.
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<
(b) Donner ’écriture complexe de 7 est donné par :

2 —zp=e""3(z— zp)

(c)

- - 1 3
ZE_ZB:eizg(ZA_ZB)<:>ZE:€71§(ZA_ZB)+ZB: <§—Z§> (—\/5—7,—1‘{‘1\/5)4—1—1\/5

Aprés calcul on trouve
zp=—V3+2+i

Exercice 2. (5 points)
Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle [1 ; +oo[ par

() =142% —22% In .

1. (a)

1
¢(x) =2z —4rlnz —22° x — =2z —4alnz — 2r = —4zlnz
x

Comme z > 1, Inx > 0 et donc
¢'(z) <0

On en déduit que ¢ est strictement décroissante sur [1; +o0].

(b)
ple)=1+e2 -2 Ime=14¢e2-2>=1-¢><0

On a ¢(l) =141 =2 > 0, la fonction ¢ est continue sur [1;e] (puisque dérivable) et strictement
décroissante, par conséquent d’aprés un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires 1’équation
() = 0 admet une unique solution dans [1;e].

On trouve (& l'aide de la calculatrice) que 1,8 < aw < 1,9

(¢) La fonction ¢ est strictement décroissante, par conséquent :

x 1 o +00
I
p(x) + 0 -
|
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2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [1 ; +oo[ par

Inz
fe) =1
On note f’ la fonction dérivée de f.
(a) Pour tout z > 1on a:
7o) 11+2%) -2zl 1(1+22-222Inz  1+2%-222Ine o(x)
€Tr) = = = =
(1+22)2 (1+22)2 x(1+ 22)? x(1+ 22)?

(b)

Compte tenu de I'expression de f’(z) et de la positivité de son dénominateur, f'(z) et p(x) ont le méme
signe, par conséquent :

+oo

On a pour tout x > 1 :

1 1 Inx
2 2
Inx
Oéf($)<x—2
On sait que
1
lim —~ =0
rx——+oco I

D’aprés le théoréme des gendarmes et d’aprés la question précédente on a :

lim f(x)=0

T—r+00

°] 1 ¢ e 1 1 1 | 1 17¢ 1 1 2
/n—;dx—[——xlnx} —/ ——x—da::———l—/ —2dx———+{——} =————-+4+1=—-——+1
1 T x 1 1 r e 1 T e | e e e

On note % la courbe représentative de la fonction f, dans un repére orthonormé (0; f, ;) d’unité graphique
1 cm. Soit & Daire exprimée en cm? du domaine compris entre la courbe €, 'axe des abscisses et les
droites d’équation x =1 et x = e.

D’aprés une question passée on a, pour tout = € [1;e] :

Inz
0< f(z) < 2
Par conséquent :
€ € 1 2
0< [ f@de< | “ldr=1-1
) 1 x? e
Ainsi : 5
0 ecm?’<#<1-—2= cm?
e
Exercice 3. (5 points)
Soit f la fonction définie sur R par :
9
f(z) = ze 2 — 3737,
2
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Partie A :
Soit I’équation différentielle (E) : 3/ + 2y = 3e 3%,

1. L’équation différentielle (E’) admet une infinité de solutions z de la forme

vteR 2(t) = Ke™? avec K € R

9
2. Effectivement on en déduit que h est solution de (E’) avec k = 7

3.
g'(x) =9

D’ou
g (z) +2g(x) = 9e 3% — 673 = 33"

Donc g est bien solution de (E).
4. On a bien f = g+ h, par conséquent on a :
f+2f=¢+nh+29+2h=9¢ +29+h" +2h
Or, ¢ +2g =0et h'(z) + 2h(x) = 3e73*, d’ot :
/(@) +2f(x) = 0+ 37"

Et donc f est bien solution de (E).

Partie B :
On nomme %% la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O; i ;) d’unité 1 cm.

1. Ona,VzxeR:
—2x 3 —x 9 —2x —2x—x
3e - —e =—e " -3¢ = f(x)

2 2
2.
lim e 2* = lim e *=0
r— 400 r— 400
Donc
T (@) =0
De méme on a :
lim e 2* = lim e ® =+
r—r—00 r—r—00
Donc
lim f(z) =400 X —00 = —00
r—r—00

3. Pour tout x € Ron a:
fl(x) = —9e72" 4 9e73% = 9e 2% (™" — 1)

Ce qui est du signe de e™* — 1 étant donné que 9¢~2* > 0 pour tout = € R.

Or,
e’ —1>20< =e*>1l<= —12>nl=0«<=2<0
x —00 0 “+00
I
f(z) + 0 -
|
f(@) N
—00 0
4.
3
f(O)=4,5—3=1,5:§
D.Zancanaro Te S 5/ 9

Lycée Jean Durand 2010-2011


http://www.wicky-math.fr.nf

Bac Gris Clair wicky-math.fr.nf Mars 2011

Ainsi le point A(0;1,5) est le point d’intersection entre € et 'axe des ordonnées.
Résolvons f(z) = 0 <= 4,5¢ %" = 3¢ 3" ;

flz)=0
—2x 3 —x
<— 3e ——e =0
2
—2x 3 —x
<— 3e =0 ou 5—8 =0
P
<— e V==
2
<— —x=In3—-1In2
2
<— x=1n2—1n3=1n§

2
Par conséquent le point d’intersection de & avec I'axe des abscisses a pour coordonnée (ln 5; O).

5. f(1) =4,5e7? — 3e73,

6. La fonction f est strictement positive sur RT puisque f(0) = 1,5 et que liIJIrl f(x) = 0 et car elle est
xr—r+00

strictement décroissante sur R™, donc :

o919 )

1 1
9 —2z —3z 9 —2x —3x
M_Af(x)dx_A 56 —36 dI—|:_Ze +e 0:—@4‘;"'1—1 cm

Exercice 4. (6 points)

L’objectif de ’exercice est I’étude d’une fonction et d’une suite liée & cette fonction

PARTIE A
On note f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; 4oo[ par :

8=

1
T) = —ew.
f@) ==
On note C la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (O; f, j) L’unité graphique est
1 cm.
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1. Etude des limites

(a)

Or on sait que lim ze® = 400, par conséquent :
r——+00

.1 . L . z
lim — = 4+00=— lim —e* = lim ze” = 40
r—0t X z—0t 2T T—+00

et donc
li =
g S () = oo

(b)

lim f(x)=0xe’=0x1=0

Tr—r+00

(¢) € admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 et une asymptote verticale d’équation = = 0.

2. Etude des variations de la fonction f

(a)

2z 1 1 1 1 1 1
f/(l'): ?6 _ﬁ ﬁem z—gem@x—i-l)
(b) Pour tout z > 0, on a f'(x) < 0 et donc :
T 0 +00

(¢c) f est une fonction continue strictement décroissante sur |0; +oo[ avec +oo pour limite eb 0 et 0

pour

limite en 400, donc d’aprés un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires équation f(x) = 2

admet une unique solution « dans |0; +o0].
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10 T

PARTIE B : Etude d’une suite d’intégrales
Pour tout entier naturel n > 2 on considére 'intégrale I,, définie par :

2
1
In:/ — e dz.
1

1 1
1. —e= est de la forme —u'e* donc une primitive de cette fonction aura la forme —e* d’oi :
x

21 . 112 1 1
12: —Qem = |—ex = —e?2 +e
1 x 1

2. Une relation de récurrence

()

I QLI Tl Ly
1= ——ez dz = — X —ezrdx
n+ | ot Lot T a2

1 1 — 1
Posons u/(z) = —26% et donc u(z) = —e*, puis v(z) = T = =1 et done o/ () = ntl
"= "
On en déduit alors, par IPP, que :
ex ’ 2ew els Ve
L1 = e 1 —(n—-1) 1 x—ndx:—ﬁ—l—e—(n—l)fnze— =T +(1-n),
7
(b) Ig26—23—\/_614-(1—3)]3:6—%—2(—\/54-8):8—%4-2\/54-28:364' Z\/E
3. Etude de la limite de la suite de terme général I,
(a) Pour tout z € [1;2] on a :
1 1 1 1
1§x§2<:>—§—§1<:>\/5§e%gm:»ﬁg—eige:»og—eigi
2 7 x " " xn "
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(b) D’apres la question précédente on a pour tout z € [1;2] :

0< Lot <i<:>0§/2ie%dx§/23dx<:>0§1ng {exnﬂr_e?”“ e
" x" 1 " 1 " —n+1 . “ht1 ——
Au final : 1
e
0= tn= -n+1 <F_1)
Enfin la limite de gn=1 est 0 en 400, tout comme celle de %—Fl’ donc d’aprés le théoréme des gendarmes

la suite (I,,) converge vers 0.
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