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Exercice 1. (3 points)

1. On désigne par A et B deux événements indépendants d’un univers muni d’une loi de probabilité p.

4 — 3
On sait que p(AU B) = E et p (A) =z Puisque A et B sont indépendants on a :

P(AN B) = P(A)P(B) = P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B) — P(A)P(B)

2
= —, par conséquent :

Or, P(A)=1—-P(A)=1- -

ol w

- % + P(B) - %P(B) —

Ot

gP(B) = P(B) = %

(S 4 )

réponse b.

2. On note X une variable aléatoire continue qui suit une loi exponentielle de paramétre A = 0, 04.
On rappelle que pour tout réel ¢ positif, la probabilité de 'événement (X < t), notée p(X < t), est donnée

¢
par p(X <t) = / e M d.
0

5
P(X>5)=1-P(X<5)=1- / ANy =1 [—e ] =14 e — 1= % = ¢ P00
0

3. Dans ma rue, il pleut un soir sur quatre.

1
S’il pleut, je sors mon chien avec une probabilité égale & E; s’il ne pleut pas, je sors mon chien avec une

9
probabilité égale a 10" Notons P l’événement il pleut et S I’événement je sors mon chien, on a alors I’arbre

suivant :

0.1 S

Ul

0.1 S
PSNP
On cherche Ps(P) (et non on cherche le contraire...) i.e on cherche (PT)) Par conséquent :
0,25 x 0,1 1/40 1
0,25x0,14+0,75x0,9 1/40+27/40 28
. - 27
En fait on cherche plutdt Pg(P) = %%
Réponse d.
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Exercice 2. (5 points)
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité.

(O; i, U) est un repére orthonormal direct du plan complexe.

Soit A le point d’affixe 1 + i.

Au point M d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe 2’ telle que

1
z'=§(z+iE).

1. On pose z = x + iy et 2/ = 2’ + iy’ avec xz, y, 2’ et y réels.

(a)
@+y+ux+w%=;x+w+%ux+w

DN | =

1
z'zzv'—i—iy':5(:v+iy+i(:v—iy))=

1 1
Ainsion a2’ = 3 (x+y)ety = 5 (x+y). Le point M’ a son ordonnée égale & son abscisse, par conséquent

il est sur la droite d’équation y = z, droite qui passe trivialement par O et A(1;1), ainsi M’ € (OA).

(b)

~

Z =z
1 —
— §(z+zz):z
1
= §(z+i2—2z)=0
<= —z+4+1z=0
= z=1iZ
= zH+iy=ir+y
— T=Y

Au final M = M’ si et seulement si M € (OA).

(c) W (%(:c—i—y)—:c;%(w—i—y) —y) = W (%(y—x),%(w—y)) et Oj(l;l), ainsi :

— — 1 1 —
MM -OA = §(y—:c)+§(x—y)=0<:>MM’¢07
2. Soit r la rotation de centre O et d’angle g M est le point d’affixe z; image de M par r, M5 le point d’affixe

z9 = Z, M3 le point d’affixe z3 tel que le quadrilatéere OM; M3Ms soit un parallélogramme.
() zpy =iz =1i(4+14) =4i— 1, puis zp, =Z =4 — i et enfin M3 est 'image de My par la translation de

|

vecteur OM; ainsi :

ZMS=zM2+zO—%>:zM2+le=4—i+4i—1:3—3i

(b) On a donc :
21 =12 et 29 =7Z et donc 23 =29+21 =Z+1iz

(¢) OM;MsMs est un losange si et seulement si OM; = OM,.
Or OM; =|iz |=| z | et OMs =| Z |=| z |= OMy, par conséquent le parallélogramme OM; M3M; a deux

cOtés consécutifs de méme longueur, c’est donc un losange.

(d)

1 1
2 —z= §(z+i2) —z= 5(—2—0—17) = gi(iz—l—E) = 52'2’3

1 1 1
On a donc | 2" — z |=| 51’23 |[<= MM = 3 | 23 |[<= MM' = §OM3. (Notons que | i |=1).

3. Les points M, My, Ms e tM3 appartiennent & un méme cercle de centre O si et seulement si OM = OM; =
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OM2 = OM3 Or :
OM =| z | et OM, =|iz |=| z |= OM et OM; =|Z|=|z |= OM

Ainsi les points M, My, M> e tMs appartiennent & un méme cercle de centre O si et seulement si OM =

(M&@:OM:%WW¢:§WW:MMC
1
M' € (OA) et (MM') L (OA) donc le triangle OMM' est rectangle en M’', avec MM' = §OM, par

conséquent :
_— MM ifOM 1 ——
in M'OM = =2 =2« M'OM ==
st OM ~ OM 2 6
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Exercice 2. (5 points)
Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

1. (a) Sia=b mod 7 alors il existe un réel k tel que a —b =Tk <= a =Tk +bet sic=d mod 7 alors il
existe un réel k' tel que ¢ = 7k’ +d. On cherche & démontrer qu’il existe un réel ¥” tel que ac —bd = 7k".

Or,
ac —bd = (Tk + b)(Tk' + d) — bd = 49kk’ + Tkd + TK'b + bd — bd = 7(Tkk' + k + k')
Le réel k" existe bien et vaut k" = 7kk’ + k + k" et on a donc ac = bd mod 7.
(b) Notons, si a =b mod 7, Z(n) la propriété o™ =b" mod 7.
— Initialisation : Pour n = 1 la propriété est trivialement vraie.
— Hérédité : Supposons & vraie pour un certain n et montrons que & est vraie au rang n + 1.
Onadonca=0b mod 7et a” =b" mod 7. En appliquant la premiére question, on obtient :

a"xa=b"xb mod 7<= a" ="t mod7

2.0na2’=1 mod 7 et comme 35 —1=728=7%x1043°=1 mod 7.
3. Soit a un entier naturel non divisible par 7.

(a) Si a n’est pas un multiple de 7 alors il y a 6 restes possibles dans la division euclidienne de a par 7.
Examinons chacun des cas :

i.a=1 mod7=a°=1% mod 7= 0a%=1 mod 7

ii.a=2 mod7=0a°=2% mod7=0a°=64 mod 7= 0a°=1 mod 7

iii. a=3 mod7=0a?>=3%2 mod7=0a>=2 mod 7= a%=2% mod7 = a® =8 mod 7 =
a®=1 mod7

iv.a=4 mod7=0a’=4> mod7=0¢>=2 mod7=0a*=2% mod 7= a® =8 mod 7 =
a®=1 mod 7

v.a=5 mod7=0a’>=5> mod7=—=0a>=4 mod 7= 0a*=4% mod 7= a® =64 mod 7—
a®=1 mod 7

CQFD.

(b) On appelle ordre de a mod 7, et on désigne par k, le plus petit entier naturel non nul tel que =1

mod 7. On a a* =1 mod 7 et, comme on suppose que a n’est pas divisible par 7 on a a® =1 mod 7,
de plus il existe un réel q et un réel tel que : 6 = kg + r, au final on a

a*=1 mod?7
a"*=1 mod 7
"t =4a" mod 7
a=a" mod?7

a"=1 mod?7

Ll

Or, r < k donc r = 0, par conséquent k divise 6 et donc k vaut 1, 2, 3 ou 6.

(c) Sia=2,alorsa=2 mod 7 et a*> =4 mod 7 puis > =1 mod 7, ainsi 2 a pour ordre (modulo 7) 3.

Si a =3 alors > =2 mod 7= a® =6 mod 7, ainsi 3 a pour ordre (modulo 7) 6.
Sia =4 alors a® =2 mod 7 donc a® =1 mod 7 et donc 4 a pour ordre (modulo 7) 3.
Sia =5 alors a> =4 mod 7 donc a® = 20 mod 7 i.e a® = —1 mod 7 et donc 5 a pour ordre 6.

Enfin si a = 6 alors a®> =36 mod 7 i.e a> =1 mod 7 et donc 6 a pour ordre (modulo 7) 2.

4. A tout entier naturel n, on associe le nombre
A, =2"+3"4+4"+5" 4+ 6"

L’ordre de 2 est 3, de plus 2006 = 3 x 668 + 2, par conséquent 22006 = 22x668+2 1,59 7 — 22006 = 4 mod 7.
L’ordre de 3 est 6, de plus 2006 = 6 x 334 + 2, par conséquent 32006 = 3633442 1,54 7 = 32096 =2 mod 7.
L’ordre de 4 est 3, de plus 2006 = 3 x 668 + 2, par conséquent 42006 = 43x668+2 1,59 7 — 42096 =2 mod 7.
L’ordre de 5 est 6, de plus 2006 = 6 x 334 + 2, par conséquent 52006 = 56X334+2 16d 7 —= 52006 =4 mod 7.
L’ordre de 6 est 2, de plus 2006 = 2 x 1003, par conséquent 62°°6 = 62X1003 1od 7 = 62 =1 mod 7.
Au final Aogos=4+2+2+4+1 mod 7= Aspos =13 mod 7= Asgps =6 mod 7
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Exercice 3. (4 points)
Dans ’espace rapporté a un repére orthononnal (O; i7, k), on considére les points A(1;2;3), B(0;1;4),C(-1; —3; 2),
D(4; —2; 5) et le vecteur n (2; —1; 1).
1. (a) AB(—1;—1;1) et AC(~2;—5;—1).
AB et AC' n’ont pas leurs coordonnées proportionnelles, en effet pour passer de —1 & —2 on multiplie

par 2 tandis que pour passer de 1 & —1 on multiplie par —1, par conséquent AB et AC ne sont pas
colinéaires et donc A, B et C ne sont pas alignés.

(b) Compte tenu de la question précédente les points A, B et C' forment un plan. De plus :
AC - fi=—2x2+1x5—1=-5+5=0= AC L7

et
AB - fi=-24141=0= AB L

7i est normal & deux vecteurs non colinéaires qui dirige le plan (ABC) donc 7 est normal & (ABC).

(¢) Compte tenu de la question précédente une équation de (ABC) a pour forme :
2r—y+2+d=0
Comme A € (ABC) alors2x1—-2+3=—-d=d= -3 dou:
(ABC) : 22 —y+2-3=0

2. Soit (A) la droite dont une représentation paramétrique est :

x = 2-2t
y = —1+4t avect € R
z = 4-—1

Les coordonnées de D vérifient-elles les équations de (A) :

4 = 2-2 2t = =2 t = -1
-2 = -1+t <=t = -1 &=t = -1
5 = d4—t t o= -1 t = -1
donc D € (A). mi(—2;1; —1) dirige (A) et m = —7 donc 1 et 7 sont colinéaires, 7 étant normal & (ABC),”

Pest aussi, et donc (A) est perpendiculaire & (ABC).

3. Soit E le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC'). D’aprés la question précédente, F € (ABC)N(A),
par conséquent :

rg = 2—2t
2t —yg+ 2 —3=0 et¢ yg = -1+t
ZE = 4-—t

donc 2(2—2t) — (—141)+4—t—3=0<=4—4t+1—t+4—t—3=0<=6—6t=0<=t =1, et donc :

rp = 2—-2=0
yg = —-141=0 <= F(0;0;3)
ZE = 4—-1=3

De plus si on note G le centre de gravité du triangle ABC, G est I'isobarycentre de A, B et C' et G a pour

coordonnées : 01 941-3 34442
G +o- ; t- ; A <~ G(0;0;3) <= G=F
3 3 3
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Exercice 4. (8 points)

1. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction f,, définie sur ]0 ; +oo] par :

()

folz) =lnz + I
n

Ona lim Inz=+4+occet lim L +o00 donc

r—~+00 r—+o0 N
. . T
De plus lim Inz = —oo et lim — = 0 donc
x—0 x—0n
ili%fn(x):_oo
Puis, f/(z) = = + — et
1 1 1 1
—4+—2>0¢= -—>——<=n> -1 nlr<=zr>-n
T n x n

Or, —n < 0 et z > 0, on a pour tout z € R™, f/(z) > 0 donc f,, est strictement croissante sur R™*.
fn est strictement croissante et continue sur R™*, de plus lim f,(z) = +oc0 et lim f,(z) = —oco donc
r—~+00 z—0

d’apreés une conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires ’équation f,,(x) = 0 admet une unique

solution sur |0; 4+o0].

1 1
De plus f,(1)=Inl+——-1=——1.
n

—_
3

1
Commen>1,alorsonal0< - <1—= -1+ —-<0=1< a,.
n n

De méme, f,(e) =Ine+ C1=s0= ay, < e. On a donc bien ay, € [1;€].
n n

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O;Z, ;) On note (T") la courbe représentative de la fonction
logarithme népérien.

(a) Le coefficient directeur de A,, vaut

(b)

-1

n
1

DouA,:y=——x+betcomme Aec A= 1=0
n

Auﬁnal:An:yz—lx—i—l
n
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S

As

7AN| Ay

1
En notant M (z;y) intersection de I" et de A, ona:y=Inzety=——x+1dou:
n

1
Inz=——x+1
n

<— ln:v—l—lx—l:O
n
— fulx)=0

D’apres la question 1.(b) = «,, CQFD.

ay vérifielnz+2z—-—1=0<«<=Inz=1—x <=z =1, ainsi a1 = 1.
A Daide de notre fameux croquis, il parait judicieux de conjecturer que la suite (av,) est croissante.

On a :

ln(an)—l—%—l:O(:)ln(an):—a—"—i—l
n n
oy oy, oy, on,  Qp —ap(n+1) +na, oy,
fu1 () =In(a )+n—|—1 n++n—|—1 n+n+1 nin+1) nn+1)

On an(n+1) >0, puis a, € [1;€] donc a,, > 0 et par conséquent fr,4+1(ay) <0

On a fri1(ant1 =0 et frii(a,) <0 ie comme f, 1 est une fonction croissante :

Jnri(an) < fari(ani == an < anga

Ainsi la suite («;,) est croissante.

@
(d) La suite (o) est croissante et majorée par e, donc convergente vers un réel £. Or, In(a,) = —— + 1 et
n
@
lim In(a,) =1In¢, puis lim —— + 1 = 1, par conséquent :
n—-+oo n—-+4oo n
Inl=1<="/¢=c¢
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4. On désigne par D,, le domaine délimité par la courbe (T'), 'axe des abscisses et les droites d’équation : = a,
et x =e.

a) Comme «, > 1, In(a,) > 0 donc l'aire du domaine D\ noté .o vaut :
(a) \

€ € € 1
sz:/ lnxdx:/ 1 x Inzdz = [zlnz] —/ x X —dx
Qn Oy, " an X

2
o =e—a,In(a,) — (e —ap) =, —apIn(ay,) =a, + —2 —a,, =
n

i.e

3|8

(b) Notons C(aw,;0), D(e;0), E(ap;In(ay)) et F(e;In(ay,), comme la fonction logarithme népérien est crois-
sante on a l'aire du rectangle CDF'E est inférieure & o7 elle-méme inférieure a 'aire du rectangle CDFG
avec F(e;1) et G(ay;1), dou :

a2
(e—ap)lna, < 2 < (e—ay).
n
o2
¢) On a donc n(e — ay, 2042.Deplus,onane—an lna, < a2 < nle—a,) < n notons que
n(ay,
oy, > 1). Au final :
2 < ( ) < O‘?L
« nle —a
"= " = In(ay)
(d) En utilisant le théoréme des gendarmes on obtient :
2 2 p 2
S e =6 = M ) i e —an) =€

1
On a de plus lim «, = lim e (1 — E). La suite (a;,) converge donc au rythme de la suite (—)
n

n—-+oo n—-+o0o n
Remarque : Cette derniére interprétation m’apparait comme trés ambitieuse et il est fort improbable
de retrouver une pareille question pour le bac métropole.
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