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[ DEVOIR SURVEILLE 6 )
Exercice 1. R.0.C (4 points)
y=Inx
lnb R .......................................................... B
%(lna+lnb)
47 : :
0 : : X
P 7/ a Vab b

1. R.O.C.: enappliquant la propriété a Inm = In(v/m x v/m), on obtient :

1
Inm=lnvm+Invm=2Invm < ln\/ﬁzilnm

(avec m > 0).

1
2. Onalna+Inb=Inab=2Invab < Invab= E(lna+lnb).

D’otli la construction :
— On construit la médiatrice de [QR].
— Cette médiatrice coupe I' en un point dont I'abscisse est In vV ab.

Exercice 2. (16 points)

1. Pour x €]1;+o0[, on a Inx > 0 et on sait que la fonction In est dérivable sur ]0; +oo[, on en déduit que f est une
fonction dérivable sur ]1; +ool, avec :
1 2
1 (Inx)c+1
"==+—2—= .
F x  (Inx)? x(Inx)?
Pour x €]1; +oo[, on a (lnx)2 +1>1>0et x(lnx)2 >0, et donc f'(x) > 0.

On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur ]1; +ool.

. ) .1
lm% Inx =0, avecInx > 0 pour x > 1, par conséquent 1 m e +00
x— ~linx

x>1
et donc li£r11 f(x) =—o0.

x>1

1
lim Inx=+40c0,donc lim — =0etdonc lim f(x)=+oo.
Xx—+00 x—+ooln x Xx—+00

1
2. (a) Pour x€]l;+o0[,0na f(x)—Inx=—-——,donc lim f(x)—lnx=0.
Inx X—+00
On en déduit que T" est « asymptote »au voisinage de +oo a (¢). Attention, notons que I' n’est pas une droite ici,
mais une courbe, ainsi la courbe (%) se rapproche de I d’aussi prét que I'on veut lorsque x tend vers +oo.
1
(b) Pour x€]l;+oo[,onalnx>0etdonc —— <0,
nx
par conséquent (€) est en dessous de I' sur ]1; +ool.

3. (a) Latangente &, a pour équation y = f'(a)(x —a)+ f(a).
00,00€F, < 0=f(@0-a)+ f(a) < fla)—af' (a)=0
(b) Sur]l;+oo[, ona (lnx)2 #0,donc:

1 (nx)?+1

— - ! = T
g =0 = f(0)-xf'()=0 = Inx—y- =7y
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(Inx)®-Inx—(Inx)?-1

(Inx)?2
Ainsi les équations g(x) =0 et (In x)3 —Inx—(In x)2 —1 =0 ont le méme ensemble de solution.

=0 (lnx)3 —Inx- (lnx)2 —-1=0.

(c) Lafontion u est une fonction polynéme, donc dérivable (et continue) sur R,
avec u' () =32 -2t —1.
Ona A = 16, donc ©’ admet deux racines distinctes :

2—4 1 2+4
h="—=——etth=——=1
6 3 6 ]
De plus, u/(£) > 0 pour ¢ €] —oo; — = [U]1;+oo[ et &/ (£) < 0 pour £ €] — ;1]
1
t 0 —— 1 +00
3
Signe
de + 0 - 0 +
3t2-2t-1
22 +00
Variation 27
de u / \
—00 -2

La fonction u est croissante sur et décroissante sur

1
—00; —=
3

51|
—-—; 1].
3
1
Par conséquent, sur ] —oo; 1[, la fonction u admet un maximum en — 3

22
Ce maximum vaut — 57 ainsi I'équation u(f) = 0 n'admet pas de solution sur ] —oo; 1[.
La fonction u est continue et strictement croissante sur [1 ; +oo[, avec u(1) = -2 et tlirn u(t) = +oo.
—+00

Or 0 € [-2;+o00[, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que 'équation
u(t) = 0 admet une unique solution sur [1; +ool,
par conséquent, '’équation u(¢) = 0 admet une unique solution, a, sur R.
(d)
3 .2
rP-t"—1t-1=0
(Inx)’-Inx-(nx?-1=0 {
t=Ilnx

D’apres ce qui précede, = 1 > 0, donc le réel x, tel que In x = «, appartient 211 ; +ool, ainsi I'équation (Inx)3 -
Inx — (Inx)? — 1 = 0 admet une unique solution sur |1 ; +ool, il en est alors de méme pour 'équation g(x) = 0
(d’apres 3. b.), et donc il existe une unique tangente a la courbe (%) passant par 'origine du repeére (d’apres 3.
a.).

4. Soit p le coefficient directeur de la tangente T que I'on vient de tracer.
Sur l'intervalle |1 ; +oo[ :
Pour m <0, 'équation f(x) = mx admet une solution.
Pour 0 < m < p,I'équation f(x) = mx admet deux solutions.
Pour m = p, 'équation f(x) = mx admet une unique solution.
Pour m > p, 'équation f(x) = mx n’admet pas de solution.
En tracant la droite A, passant par |'origine et par le point de coordonnées (10; f (10)), de coefficient directeur noté
g, on obtient le résultat suivant :
Sur l'intervalle |1 ; 10[ :
Pour m <0, 'équation f(x) = mx admet une solution.
Pour 0 < m < g, '’équation f(x) = mx admet une solution unique.
Pour g < m < p,'équation f(x) = mx admet deux solutions.
Pour m = p, 'équation f(x) = mx admet une unique solution.
Pour m > p, 'équation f(x) = mx n’admet pas de solution.
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