Chapitre 5 wicky-math.fr.nf Continuité-TVI-Dérivabilité

[ CORRECTION DS 3 : CONTINUITE-TVI-DERIVABILITE )

Exercice 1. On se propose de déterminer le nombre de racine(s) du polyndme P définie sur R par :
P(x) =4x? -3 +2x* —x+1
1. P estune fonction polynéme, P est donc dérivable sur R. On a,
VieR  P'(x)=16x-9x* +4x-1
et P’ est aussi une fonction polynome donc P’ est dérivable sur R et :

vxeR  P"(x)=48x*>—-18x+4

2. On cherche les racines du polynome de degré 2 P”.
A=b?—4ac=18>—4x48x 4 = —444 < 0 donc P n'a pas de racine est un signe constant sur R

X —0o0 +00
P"(x) i
+00
P'(x) /
-0

lim P'(x) = lim 16x®=-00 et lim P'(x)= lim 16x° = 400
X——00 X——00 X—+00 X—+0o0

P’ est un polynéme donc P est continue sur R, de plus d’apreés la question précédente P’ est strictement croissante
sur R en prenant des valeurs de « —oo & +oco ». D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation P’ (x) = 0
admet une unique solution dans R, notons la a;, et on a d’apres la calculatrice :

(X1=0,4

4. D’apres les deux questions précédentes on peut dresser le tableau de signe de P’ et par conséquent le tableau de
variationde P :

X —o0 o1 +00
P'(x) - 0 +
+00 +00
P(Y) \ /
P(ag)
OnaP(a;) =P(0,4) =0,8
5.
lim P'(x)= lim 4x*=+0c0 et lim P'(x) = lim 4x* = +o00
X——00 X——00 X—+00 X—+00

D’apres le tableau de variation de P, on obtient :
VxeR P(x)=2P(a;)=0,8>0

6. Comme P(x) >0 pour tout x € R, 'équation P(x) = 0 n’a pas de solution dans R.
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7. On considere le polyndme Q définie sur R par :

4 3 2 1
Q) =-x-"x*+Zx3 - +x-1
5 4 3 2

(a) Q estun polynéme donc Q est dérivable et :

’ 4 4 33 2, 1 4 3 2
VxeR Q'(x)=5x gx —4x Zx +3x gx —2x§x+1=4x -3x"+2x°"—-x+1=P(x)

(b) On sait que P(x) >0 VxeR, donc Q' (x)>0VYxeR,dou:

X —00 +00

Q'(x) +

+00
Q(x) /
—0o0

. . 4 5 . ! . 4 5
lim Qx)= lim —x’>=-00 et lim P'(x)= lim —x’=+oc0
X——00 x—-o0 5 X—+00 x—+o0 5

Q est une fonction polynéme donc Q est continue sur R, de plus Q est strictement croissante sur R en prenant
des valeurs de « —oo a +oo», par conséquent d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, I'équation Q(x) =0
admet une unique racine, que I'on note a». A 'aide de la calculatrice on obtient :

A = 0,9
Exercice 2. (3 points)
On considére une fonction f définie sur R par :
2x-1 six<l1
flx)= { ,
3x"—a six=1
1.
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On observe une discontinuité de la fonction f en 1, qui se justifie car les limites a gauche et a droite en 1 ne sont pas
identiques, ainsi :

lim f(x)= lim 2x-1=1 et lim f(x) = lim 3x* =3

x—1- x—1- x—1* x—1*

2. En tant que fonction polynome sur I'intervalle ouvert | — oo;1[ la fonction f y est continue, il en va de méme sur

I'intervalle ouvert ]1; +oo].

3. Pour que f soit continue en 1 il faut que les limites a gauche et a droite de 1 soient égales :

lim f(x)= lim f(x) e=2-1=3-a<=1-3=—-a<=2=a
x—1- x—1*

Ainsi, f est continue en 1 si et seulement si a = 2.

Exercice 3. (6 points)
On consideére la fonction f définie pour x # —1 par:

—x24+2x+5

f)=

x+1

-

On désigne par ¢ la représentation graphique de la fonction f dans un repere (O; i, 7

1.
lim f(x)= lim — = lim —-x=-o00
X—+00 x—+00 X X—+00
De méme :
lim f(x)= lim — = lim —x=+o0
X——00 X——-00 X X——00

2. Pourtoutx#1lona:

(—2x+2)(x+1) = (—x* +2x+5) —-2x*-2x+2x+2+x*-2x—-5 —x*-2x-3

(v —
fra= (x+1)2 (x+1)2 T (x+1)?

Comme (x+ 1)2 >0 pour x #1, f’(x) est du signe de -x*—2x-3.
A=b?—4ac=4-12=-8<0, par conséquent —x> — 2x —3 < 0 pour tout x € R. D’oi1 :

X —00 1 +00

o -

+00 +00

0 T~ T~

—00 —00

c (ax+b)(x+1)+c B ax’*+ax+bx+b+c B ax*+@+b)x+b+c
x+1 x+1 - x+1 - x+1

En identifiant on obtient: a=—1etdonc -1+ b=2 < b =3 etenfin 3+ ¢ =5 < ¢ =2, et donc au final pour
x#—-lona:

ax+b+

f)=—x+3+ 2
B x+1

(b) Onapour x#—1:

2
f(x)—(—x+3)—m

et
. 2 . 2
Iim —— = lim —=0
x—too x+1 x—toox

Ainsi, la droite T : y = —x +3 est une asymptote oblique a ¢ en +oo.
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2
(c) Etudier la postion de T et de ‘Kf revient a étudier le signe de f(x) —(-x+3) = =71 qui est du signe de x + 1.
X
Ainsisix>—-1lalors x+1>0 <= f(x) - (-x+3) >0 <= f(x) >—x+3 etdans ce cas ‘ff est au dessus de T.
En revanche si x < —1 alors x+1 <0 et donc f(x) < —x+3 et dans ce cas ¢ est au dessous de T.
4. Ona:

. . . 2
lim —x+3=4 et lim x+1=0"= lim — =+o0
x—-—1* x——1% x——1t x+1

Et par conséquent :
lim f(x) =400

x—-1%
De méme : )
lim —-x+3=4 et lim x+1=0" = lim — =-
x—-1- x—-1- x—-1"x+1

Et par conséquent :
lim1 f(x) =-00
x—-1"

5. On sait que I'équation de la tangente a ¢ en 0 est de la forme :
y=f'0)(x-0)+ f(0)
/ -3 5 N . .
Or, f(0) = 4= —3etf(0) = 1 et donc la tangente a ¢ a pour équation :

y=-3x+5

Exercice 4. (5 points)
On considére la fonction f définie sur R par :

. X
f(x)=sinx— 2

X
On souhaite résoudre I'équation (E) : sinx — 2 =0, xeR.

1. Ot 'on montre que les solutions de (E) sont dans I'intervalle [-2;2].
(a) On sait que pour tout xe R:
sinx<1
Ona:
X X . X .
x>2<=>E>1@—5<—1<:>smx—5<smx—1<=>f(x)<0
Etant donné que pour x >2on a f(x) <0, il est impossible que f(x) =0.
(b) On sait que pour tout xeR:
-l<sinx

X X X
x<—2<=>§<—1<=>—E>1<=>sinx—§>sinx+1<=>f(x)>0

Etant donné que pour x < -2 on a f(x) > 0, il est donc impossible que f(x) =0.

(c) D’apres les deux questions précédentes pour x ¢ [-2;2], f(x) # 0, par conséquent toutes les solutions de (E)
sont dans 'intervalle [-2;2].

2. Oul'on étudie la fonction f.
(a) Pour x € [—m;m]

1 b
cosx=§<=>x=—— ou X=—=

(b) Pour xe [-m;tlona:

1
/ = —_—
f'(x) =cosx 2
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T T
X -7 -= - b
3 3
f'(x) - 0 + 0 -
n v3_n
2 2 6
fx)
\_§+2/ \_E
© 2 6 2

3. Oul'on conclut.

(a)

(b)

Exercice 5.

. . . . . Pl
La fonction f est continue sur [—7; 7], de plus elle est strictement décroissante sur [—n; —g] en prenant des

V3 m T[
valeurs de oy + n <0a +§ > 0, par conséquent d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires I’équation
b
f(x) =0 admet une solution dans l'intervalle [—n; - E] .

. . . . T m
La fonction f est continue sur [—m; 7], de plus elle est strictement croissante sur [_5; 5] en prenant des va-

T V3

V3 Pl
leurs de — = + r <0a > "% > 0, par conséquent d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires 'équation
T
f(x) =0 admet une autre solution dans I'intervalle [— 3 ; 5]

. . . , . 1
La fonction f est continue sur [—m;n], de plus elle est strictement décroissante sur [E ;n] en prenant des

7 V3 @ . e .

valeurs de -5 <0a > % > 0, par conséquent d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires I'équation
b1

f(x) = 0 admet une autre solution dans I'intervalle [— 3 ; E]
Au final I'équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions dans l'intervalle [—; 7t].
D’apres la question 1. I'équation (E) n"admet aucune solution en dehors de I'intervalle [-2;2] donc en particu-
lier en dehors de l'intervalle [—m; 7).
Ainsi (E) admet exactement trois solutions dans R (dont une est trivialement x = 0).

Alaide de la calculatrice on trouve que la plus grande solution «a est :

a=1,89

(Bonus)

Etudier les variations de la fonction g définie sur R par g(x) = cosx + x.
En déduire que I'équation cos x + x = 0 a une unique solution. En donner une valeur approchée a2 10~° prés.

g'(x)=-sinx+1

Comme —1<sinx<l<= -1<-sinx<l<=0< g'(x) <2.
Par conséquent la fonction g est croissante sur R.

De plus:

—l1<cosx<l<<-1+x=<cosx+x<1+x

Ainsi comme lim 1+ x = —oo, ona par comparaison :

X——00

Jim g(x) = —o0

De méme comme lirP —1+ x = +00, On a par comparaison :
X—+00

Jim 0 = oo

D’oui le tableau de variation complet de g :
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gx)

+00

/

—00

g est continue sur R, monotone (strictement), en prenant toutes les valeurs possibles, le théoreme des valeurs intermé-
diaires permet donc de conclure que g(x) = 0 admet une unique solution a dans R et notre calculatrice permet d’en

donner une valeur approchée :
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