Chapitre 2 wicky-math.fr.nf

Récurrences et suites

[ Correction du devoir surveillé 2

)

On traitera les questions hors baréme que dans le cas ot l’ensemble du sujet est déja traité.

Exercice 1. R.0.C, France-juin 2005
On considére deux suites adjacentes (uy) et (vy) avec (uy,) croissante et (vy,) décroissante.
On suppose connus les résultats suivants :

(3 points)

O deux suites (uy) et (v,) sont adjacentes lorsque : 'une est croissante, 'autre est décroissante et u, — vy,

tend vers 0 quand n tend vers +o0;

O si(uyp) et (vy,) sont deux suites adjacentes telles que (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante, alors pour

tout n appartenant a N, on a u, < vy, ;

O toute suite croissante et majorée est convergente ; toute suite décroissante et minorée est convergente.

On veut montrer la proposition suivante :
« Deux suites adjacentes sont convergentes et elles ont la méme limite ».

1. La suite (uy) est croissante par conséquent :
Vn € N, u, > ug
La suite (v,,) est décroissante par conséquent :
Vn e N, v, < g

De plus on sait que
Up < Uy, Vn €N

Par conséquent, pour tout n € N, on a : ug < Uy < vp < g

2. Comme (u,) est croissante et majorée par vp, (u,) est une suite converge. On note ¢ sa limite.

3. Comme (v,,) est décroissante et minorée par wug, alors (v,) converge. On note £ sa limite.
4. Comme u, — v, tend vers 0 quand n tend vers +oco alors { — ' =0 < (= /.

Exercice 2. Antilles 2010
On consideére la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :

1 1
ug = —1, ug = 3 et, pour tout entier naturel n, u,4+2 = upy1 — Zu"
1 1 n 1 3
U= — = -,
72741 .
De plus ug — u; = 1 #+ 5 = U1~ Uo, par conséquent la suite (u,,) est arithmétique.
U 3 u 1
Enfin — = 3 #+ == —5 par conséquent la suite (u,,) n’est pas non plus géométrique.
Uy Uo
1
2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier naturel n : Up = Upy1 — iun
1 1 1
a) Calculer vg = u1 — —ug = = + = = 1.
(a) 0 1=t =35 + 5

(b)

Un+1 =

(7 points)
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1 1
(¢) Comme v,11 = 3n la suite (v,) est géométrique de raison 3

(d) Par conséquent v, =

on
3. On définit la suite (w;,) en posant, pour tout entier naturel n :

Un
Wy, = —.
Un

Uug -1

(a) Calculer wg = — = — = —1.
(%) 1

1
(b) En utilisant ’égalité u,+1 = v, + FUn et le résultat de la question 2.(b), on a :

1
Up + =U
Upn+1 n 2 n Up
Wn+1 = = 1 =2+ —
Un+1 v Un
9 n

(¢) Comme wy41 =2+ wy,, (w,) est une suite arithmétique de raison 2.

(d) Par conséquent wy, = wg + nr = —1 + 2n.
4. Pour tout entier naturel n
2n —1
unzvnan:2—nx(2n—1): o
k=n
5. Pour tout entier naturel n, on pose : S, = Z ug = ug + u1 + - - - + up. Notons & (n) la propriété :
k=0
2n +
Sp=2-— o
e 2x0+3 " .
— Initialisation : Sop = ug = —1 et 2 — —0 = —1 donc la propriété & est vraie pour n = 0, par

conséquent elle est initialisée.
— Heérédité Supposons que & soit vraie pour un certain n, montrons que & est vraie au rang n + 1. On veut
donc montrer que :

2(n+1)+3
Sn+1:2—T
On a :
2n+3 2(n+1)—1 dn+6 2n+1 2n+1—4n—6 dn+6—2n—1
St = Subtingy = 2 g T = e S e ST
2(n+1)+3
Sn+1:2—T

Par conséquent la propriété & est vraie au rang n + 1, et donc on a pour tout entier n € N :

2n +
Sp=2-—
2n
Exercice 3. Métropole Septembre 2010 (5 points (+2))
Soit (uy,) la suite définie par ug = 5 et pour tout nombre entier naturel n, par
4u, — 1
Upy] = ————
+ Up + 2

Ax —
Si f est la fonction définie sur Uintervalle | — 2 ; +oo[ par f(z) = a
T

1
T alors on a, Yn € N u, 1 = f (ug).

On donne en annexe une partie de la courbe représentative ¥ de f ainsi que la droite A d’équation y = x.
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1. (a) Cf. Annexe
(b) La suite (u,) semble décroissante et convergente vers 1.
2. (a) Notons Z(n) : up —1 > 0.
— Initialisation : ug — 1 = 4 > 0, par conséquent la propriété & est vraie au rang 0.
— Heérédité : Supposons que la propriété &2 soit vraie pour un certain n et montrons qu’elle est vraie au

rang n + 1.
D’apres ’hypothese de récurrence on a :

Up — 1> 0= u, >1

De plus :
tpiy — 1 = du, — 1 1= duy, — 1 —uy, —2 _ 3up, — 3 _ 3(up — 1) 50
Uy + 2 Uy + 2 Uy + 2 Uy + 2
En effet up, — 1 >0<=3(up, — 1) >0, et uy, >1 <= u,, +2 >3
Ainsi, la propriété & est vraie au rang n + 1 ce qui prouve que pour tout entier naturel n on a

Up — 1> 0= u, >1
La suite (uy,,) est donc minorée par 1.
(b) i. Pour tout x €] — 2;+o0[ on a :

. A@+2)—(dz—1) 9
fO="%5pr  “w+”’

donc f est une fonction strictement croissante sur | — 2; 4+-o00].

ii. En déduire, par un raisonnement par récurrence, que la suite (u,,) est strictement décroissante.
Montrons la propriété Z(n) : 1 < upy1 < un
— Inidtialisation : 1 < u; = — < ug par conséquent la propriété & est vraie au rang 0.

— Hérédité : Supposons que la propriété &2 soit vraie pour un certain n et montrons qu’elle est vraie
au rang n + 1.
D’apres ’hypothése de récurrence on a :

1< Upt1 < Up

= f(1) < fluntr) < f(un)
<~ 1< Up+2 < Up+1

Ce qui prouve la propriété & au rang n + 1. Ainsi la suite (u,,) est strictement décroissante.
iii. La suite (u,) est décroissante et minorée par 1 donc elle converge. On note ¢ sa limite.
iv. Comme displaystylelim,_, oo Uunt1 = ¢ et displaystylelim, oo uyp = ¢, on a :
A1

—m<:>£2+2£:4€—1<:>£2—2€+1:0<:>(€—1)2:0<:>€:1

3. (Hors Baréme) Dans cette question, on se propose d’étudier la suite (u,) par une autre méthode, en
déterminant une expression de u,, en fonction de n.

1

Uy — 17

Pour tout nombre entier naturel n, on pose v, =
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()

B 1 1
Untl = Un = un+1—1_un—1
1 1
- du,, — 1 1 Up — 1
un+2_
1 1
= du,—1—u, -2 Uy — 1
Up + 2
_ Uy + 2 1
B 3un—3_un—1
B Up +2—3
N 3u, — 3
_ Up — 1
B 3(u, — 1)
B 1
B 3

1
Ainsi (v,,) est une suite arithmétique de raison 3

1
(b) Pour tout nombre entier naturel n on a, puisque (v,) est arithmétique avec 3 pour raison :

+ 1,1
Vp =Vo+nr=—-+-n
0 173
. 1 1
Par suite, commevnz—1<:>Un(un—1):1<:>un=—+lona:
Up — Un
1 12
T +4n
3
(¢) Comme lierrl 3+4dn=+4ocoona:
12
lim =0= lim u,=1
n—+oo 3 + 4n n—-+o0o
Exercice 4. (Liban 2009) (5 points (+2))

—»

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O; @, ¥) (unité graphique : 2 cm).
On considere les points A, B et C' d’ affixes respectives :

3 .V3

ZA:—§+’LT, zp =7Za et zog = —3.

1. (a) Calculer le module du nombre complexe z4 :

9 3 12
= — — = _— = 3
| za | \/44-4 \/4 V3

Par conséquent la forme trigonométrique de z4 est de la forme :

24 = V/3(cosf + isin §) avec 0 = arg(z4)[27]
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On a:
3 V3

3 3 1
\/§00s9:—§<:>cos0:——:—— et \/gsin9:§<:>sin9:§

2v/3 2
. 5T .
Par conséquent 6 = F[27r]. La forme exponentielle de z4 est donc :

Par conséquent :

ZB—ZA—\/—G 5 —\/—e—ZT

Ecrire les nombres complexes z4 et zp sous forme exponentielle.

(b) Cf. Figure en fin de corrigé.
(¢) Montrons que AB = AC = BC.
3 V3 3 V3
AB =| zqg |=l 2B — 24 |= |—§—17+§—72| | V3i|=V3
De méme
AC =| z

ac =1 =345 i =

BC =5 |-l 2 — e |- —s —i % 3= 2= 0 2 s

On a donc AB = AC = BC = /3 ce qui prouve que le triangle ABC est équilatéral.

Enfin

1
2. Soit f lapplication qui, & tout point M du plan d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ = §ZZ .
On note O, A’, B" et C' les points respectivement associés par f aux points O, A, B et C.
(a) i. On remarque que :

=041 = Tl i3
) + 12 cos2+12

Par conséquent :
iz 2

1 1 .= 5\ 2
zar = -€'2z4 = —e'2 X \/gezT) =
AT3T AT (
Le nombre complexe 24 a donc pour module 1 et pour argument %
De plus :
€323 =

2 1 _
. osm . lox 3r—iom »
zZpr = ez2><(3ezﬁ) :§><el2><3el =e'"" 6 =e°

1 1
3 3
5T
Le nombre complexe zp a donc pour module 1 et pour argument —.
Et enfin :
1 iT 2
2z

201256 C_

Le nombre complexe z¢s a donc pour module 3 et pour argument g
ii. Cf. Figure en fin de corrigé.
iii. On a :
T
arg(za)[2n] = F[Qw] = arg(zp [27)]

Par conséquent les points O, A et B’ sont alignés.
De plus on a :

arg(zp) + w27 = —% + 7[27] = wpw] = %[2#] = arg(za)[27]
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Par conséquent les points O, A’ et B sont alignés.
(b) Soit G l'isobarycentre des points O, A, B et C. On note G’ le point associé & G par f.
i. On a:
3.3 3 V3
i i

. 7zo—|—z,4—|—zB—|—zci 9 9 9 __© B
“- 1 1 T4

Par conséquent
Zor = —izg = i X — = —i
“T3YT3 Ty

ii. (Hors Baréme) Calculons affixe z de I'isobarycentre des points O" A’ B' et C’ :

V3 o1 V3 o1 .
20+ za+zp 2o 046F ¥ 4305 5 Tig T tig 3 gy
= = = — =1
4 1

z =
4 4
z # zqr, par conséquent G’ n’est pas 'isobarycentre des points O, A’, B’ et C".

3
(¢) (Hors Baréme) La droite (AB) a pour équation z = —g par conséquent si M € (AB) alors

3
M -
( 9’ yM)
On veut montrer que M’ appartient & la parabole d’équation y = —§x2 + 1 i.e que
1 3
M/ (,TM/; —gl'?w/ + Z)
; 3 . .
Notons zjp; l'affixe de M, on a alors zp; = —5 + 4ynr, on cherche a montrer que
3

o1
ZMr =Ty + z(—gx%w, + Z)

Or: )
P flizﬂfli —§—|—i fli 9_32- .2 _ +i §_12
M—3 M~ 3 2 Ym 3"\ 7 YMm —Yym ) = YM 4 3yM

CQFD en notant yar = zpy.
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S
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4 _

o}
3¢
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