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Exercice 1. (5 points)
Cet exercice contient une restitution organisée de connaissances.

Partie A

On suppose connus les résultats suivants :
1. Dans le plan complexe, on donne par leurs affixes z4, zp et z¢ trois points A, B et C.
Alors |2 —2C| ¢B et arg(w> = (C'—A>, C—B>) (2m).
ZA — 2C ZA — ZC
2. Soit z un nombre complexe et soit 6 un réel :
¥ si et seulement si |z| = 1 et arg(z) = 6 + 2k, ou k est un entier relatif.

z=c¢l
Démonstration de cours : démontrer que la rotation r d’angle « et de centre 2 d’affixe w est la transformation du
plan qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ tel que

2 —w=¢%2—w).

Partie B
Dans un repére orthonormal direct du plan complexe (O;u,¥) d’unité graphique 2 cm, on considére les points
A, B, C et D d’affixes respectives

za=—V3—1i, zp=1—1V3, zc =V3+iet zp = —1+iV3.

1. (a) Donner le module et un argument pour, chacun des quatre nombres complexes z4, zp, z¢ et zp.
(b) Comment construire a la régle et au compas les points A, B, C et D daus le repére (O; @, v)?
(¢) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

2. On considére la rotation r de centre B et d’angle —g. Soient E et F' les points du plan définis par : E = r(A)
et F=r(C).
(a) Comment construire & la régle et au compas les points F' et F dans le repére précédent ?
(b) Donner lécriture complexe de 7.
(¢) Déterminer I'affixe du point E.

Exercice 2. (5 points)
Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle [1 ; +oo[ par

o) =1+2%—-22%Inz.

1. (a) Etudier le sens de variation de la fonction ¢ sur Uintervalle [1 ; +o0].

(b) Calculer ¢(e). Démontrer que 'équation ¢(x) = 0 admet une unique solution « sur l'intervalle [1; e].
Déterminer un encadrement de o d’amplitude 1071,

(c) Déterminer le signe de ¢(x) suivant les valeurs de z.

2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [1 ; +oo] par

Inx
o) =1
On note f’ la fonction dérivée de f.
(a) Calculer f'(x) et montrer que pour tout z > 1on a: f'(x) = L)Q
x (1 + a?)

(b) Déduire de la question 1. le sens de variation de la fonction f sur 'intervalle [1 ; +oo].

(c) Démontrer que pour tout 2 appartenant a l'intervalle [1 ; 400 on a :
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(d) En déduire lim f(z).

r— 400

“lnz 2
3. (a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que / — dr=1--.
1T e

(b) On note € la courbe représentative de la fonction f, dans un repeére orthonormé (0; i, ;) d’unité graphique
1 cm. Soit @7 Daire exprimée en cm? du domaine compris entre la courbe %, I’axe des abscisses et les
droites d’équation x =1 et x = e.

Déterminer un encadrement de .

Exercice 3. (5 points)
Soit f la fonction définie sur R par :

Partie A :
Soit I’équation différentielle (E) : 3’ + 2y = 3e ™",
1. Résoudre I'équation différentielle (E') : ¢/ + 2y = 0.

9
2. En déduire que la fonction h définie sur R par h(z) = §e_21 est solution de (E').

3. Vérifier que la fonction g définie sur R par g(z) = —3e™ " est solution de 1’équation (E).
4. En remarquant que f = g + h, montrer que f est une solution de (E).

Partie B :
On nomme % la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O; 1,

-

j) d’unité 1 cm.
3
1. Montrer que pour tout 2 de R on a : f(z) = 3¢~ %* (5 — e‘””).

Déterminer la limite de f en 400 puis la limite de f en —oo.

Etudier les variations de la fonction f et dresser le tableau de variations de f.

Calculer les coordonnées des points d’intersection de la courbe % avec les axes du repére.
Calculer f(1) et tracer l'allure de la courbe %%.

Déterminer l'aire ./ de la partie du plan délimitée par I’axe des abscisses, la courbe %%, 1’axe des ordonnées

et la droite d’équation = 1. On exprimera cette aire en cm?.

A i

Exercice 4. (6 points)

L’objectif de I'exercice est I’étude d’une fonction et d’une suite liée & cette fonction

PARTIE A
On note f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; 4oo[ par :

f(@) = —et.

X

-,

On note C la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (O; f, 7). L’unité graphique est
1 cm.

1. Etude des limites

(a) Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers 0.

(b) Déterminer la limite de la fonction f quand z tend vers +oo.

(¢) Quelles conséquences peut-on déduire de ces deux résultats, pour la courbe C ?
2. Etude des variations de la fonction f

(a) Démontrer que, la fonction dérivée de la fonction f s’exprime, pour tout réel x strictement positif, par :

Fla) = —%e%@x—i- ).
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(b) Déterminer le signe de f’ et en déduire le tableau de variation de f sur I'intervalle ]0 ; +ocl.

(¢) Démontrer que 'équation f(z) = 2 a une unique solution notée o appartenant a l'intervalle |0 ; +o0[ et
donner la valeur approchée de o arrondie au centiéme.

3. Tracer la courbe C dans le repére orthonormal (O; i, ;)

PARTIE B : Etude d’une suite d’intégrales
Pour tout entier naturel n > 2 on considére 'intégrale I,, définie par :

2
1

In:/ —e7 daz.
1z

1. Calculer I5.
2. Une relation de récurrence
(a) Démontrer, a l’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n > 2 :

/e
2n—1

I =e— + (1= n)I,.

(b) Calculer Is.
3. Etude de la limite de la suite de terme général I,

(a) Etablir que pour tout nombre réel 2 appartenant a l'intervalle [1; 2], on a :

8=

0 Lot ®
\x_”e \:17_"

(b) En déduire un encadrement de I,, puis étudier la limite éventuelle de la suite (I,,).
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