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Devoir Surveillé 5

Exercice 1. R.O.C (2 points)
Le plan complexe est rapporté à un repre orthonormal direct (O;−→e1 ,−→e2).
Soient A, B et C trois points du plan d’affixes respectives a, b, c.
On suppose que A et B sont distincts, ainsi que A et C.

On rappelle que
(−→e1 ,

−→
AB

)

= arg(b − a) [2π].

Montrer que
(−→
AB,

−→
AC

)

= arg

(

c− a

b− a

)

[2π].

Exercice 2. (11 points)
Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = x+ 2− 4ex

ex + 3
.

On désigne par C sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère orthonormal (O;~i,~j) d’unité graphique
2 cm.

1. (a) Déterminer la limite de f en −∞.

(b) Déterminer la limite de f en +∞.

(c) Démontrer que la droite D1 d’équation y = x+ 2 est asymptote à la courbe C .

(d) Etudier la position de C par rapport à D1.

2. (a) On note f ′ la fonction dérivée de f . Calculer f ′(x) et montrer que, pour tout réel x, on a :

f ′(x) =

(

ex − 3

ex + 3

)2

(b) Etudier les variations de f sur R et dresser le tableau de variations de la fonction f .

3. (a) Que peut-on dire de la tangente D2 à la courbe C au point I d’abscisse ln 3 ?

(b) En utilisant les variations de la fonction f , étudier la position de la courbe C par rapport à D2.

4. (a) Montrer que la tangente D3 à la courbe C au point d’abscisse 0 a pour équation : y =
1

4
x+ 1.

(b) Etudier la position de la courbe C par rapport à la tangente D3 sur l’intervalle ]−∞ ; ln 3].
On pourra utiliser la dérivée seconde de f notée f ′′ définie pour tout x de R par :

f”(x) =
12ex (ex − 3)

(ex + 3)3
.

5. On admet que le point I est centre de symétrie de la courbe C . Tracer la courbe C , les tangentes D2, D3 et
les asymptotes à la courbe C . On rappelle que l’unité graphique choisie est 2 cm.

Exercice 3. (9 points)
Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct (O; ~u,~v).

Soit A le point d’affixe a = 1 + i
√
3 et B le point d’affixe b = 1−

√
3 +

(

1 +
√
3
)

i.

Partie A : Etude d’un cas particulier On considère la rotation r de centre O et d’angle
2π

3
.

On note C le point d’affixe c image du point A par la rotation r et D le point d’affixe d image du point B par la
rotation r.
La figure est donnée en annexe (figure 1).

1. (a) Exprimer
−a

b− a
sous forme algébrique.

(b) En déduire que OAB est un triangle rectangle isocèle en A.

2. Démontrer que c = −2. On admet que d = −2− 2i.
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(a) Montrer que la droite (AC) a pour équation y =

√
3

3
(x+ 2).

(b) Démontrer que le milieu du segment [BD] appartient à la droite (AC).

Partie B : Etude du cas général
Soit θ un réel appartenant à l’intervalle ]0 ; 2π[. On considère la rotation de centre O et d’angle θ.
On note A′ le point d’affixe a′, image du point A par la rotation r, et B′ le point d’affixe b′, image du point B par
la rotation r.
La figure est donnée en annexe (figure 2).
L’objectif est de démontrer que la droite (AA′) coupe le segment [BB′] en son milieu.

1. Exprimer a′ en fonction de a et θ et b′ en fonction de b et θ.

2. Soit P le point d’affixe p milieu de [AA′] et Q le point d’affixe q milieu de [BB′].

(a) Exprimer p en fonction de a et θ puis q en fonction de b et θ.

(b) Démontrer que
−p

q − p
=

−a

b− a
.

(c) En déduire que la droite (OP) est perpendiculaire à la droite (PQ).

(d) Démontrer que le point Q appartient à la droite (AA′).

Exercice 4. (8 points)
Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct (O~u,~v). On prendra pour unité graphique 2 cm.
Soit A, B et C les points d’affixes respectives :

a = 3− i, b = 1− 3i et c = −1− i.

1. (a) Placer ces points sur une figure que l’on complètera au fur et à mesure.

(b) Quelle est la nature du triangle ABC ?

(c) Démontrer que les points A et B appartiennent à un même cercle Γ de centre O, dont on calculera le
rayon.

2. Soit M un point quelconque du plan d’affixe notée m et N le point d’affixe notée n, image de A dans la

rotation r de centre M et d’angle de mesure
π

2
.

(a) Donner l’écriture complexe de la rotation r.

(b) En déduire une expression de n en fonction de m.

3. On appelle Q le milieu du segment [AN ] et q son affixe. Montrer que : q =
(1 − i)m

2
+ 2 + i.

4. Dans cette question, M est un point du cercle Γ.

(a) Justifier l’existence d’un réel θ tel que : m =
√
10eiθ.

(b) Calculer |q − 2− i|. Quel est le lieu Γ′ de Q lorsque M décrit le cercle Γ ?
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ANNEXE

Cette page ne sera pas à rendre avec la copie

Exercice 1

−→
u

−→
v

O

A

B

C

D

Partie A : figure 1

−→
u

−→
v

O

A

B

A′

B′

Partie B : figure 2
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