Chapitre 5 wicky-math.fr.nf Fonction exponentielle

[ CORRECTION DU DEVOIR MAISON 9 )

Partie I

1. (a) g(z) =h(x)e ™ = ¢'(z) = W (x)e™™ — h(z)e™™.
g est solution de E,, si et seulement si :

g +g= I—'efz = W(z)e™ = h(z)e™ + h(z)e™™ = —e " = h'(z)e” = x—'efz et comme
e " # 0, quel que soit z € R, on a finalement h'(z) = :v_'
n!
anrl xn anrl anrl anrl
b) O ——) =" et = donc h(z) = K et h(0) =0, il
(b) na((n+1)n!) e ek onc h(zx) (n+1)!+ et comme h(0) , il en
résulte K = 0.
n+1
Donc h(z) = CFS] Comme g(z) = h(z)e™", on a finalement quel que soit z réel :
n !
xn-{-l Y
2. (a) ¢ est solution de (E,) si et seulement si ¢ + ¢’ = x—'e_w
n!

n
g est solution de (E,,) donc ¢’ + g = x—'ef””, d’ou par différence
n!

Pt —(g'+9)=0 = (p—9)+(p-9) =0
Donc ¢ est solution de (E,,) si et seulement si ¢ — g est solution de I’équation :
F)  y+y=0.

(b) On sait que les solutions sont les fonctions x — Ce™", avec C € R.

(c) Les fonctions ¢ — g sont donc les fonctions Ce™, donc ¢(z) = g(z) + Ce™™ soit finalement :

anrl
= T4+ Ce™ CeR.
o(z) N +Ce™™, C €
(d) La solution vérifiant »(0) = 0 est telle que 0+ C =0/if fC = 0.
Finalement :
xn-{-l _1
f(ilf) = me sur R.
Partie I1

x x

1. (a) f1 produit de fonctions dérivables sur R est dérivable et sur R, fi(z) =e™* —xe™".
Donc fi(z)+ fi(z) = e —ze " +xe™" = e %, c'est-a-dire que f; est solution de I'équation différentielle
v +y = fo
1
(b) Initialisation : pour n = 1, fi(z) = %e_w est solution de 'quation diffrentielle y' +y = fi_1 et
f1(0) = 0, d’apreés la question précédente. .
x

Hérédité : on suppose qu’il existe n € N tel que f,(z) = —e
n!

—Z

Par définition f,4; vrifie [, (2) + fos1(2) = %e*x et for1(0) = 0.

D’aprés la partie 1, la fonction solution de l’équa;cion différentielle ci-dessous est :

anrl

fr1(z) = meﬁ
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L’égalité est vraie au rang n + 1.L’hérédité est démontrée.
On a donc démontrer que pour tout naturel n > 1,
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