Chapitre 2 wicky-math.fr.nf Récurrences et suites

[ Correction du devoir Maison 6 )
. oo 1 23 i
1. La suite u est définie par uy = 2 et up41 = gun + o7 pour tout entier naturel n.
(a) Cf. Derniére page.
23
(b) Démontrer que si la suite u est convergente, alors sa limite ¢ = T
. . . 1 23 .
Supposons que la suite (u,) soit convergente vers ¢, comme la fonction f: z —— 5:1: + o est continue
sur R, la suite (f(un) converge vers f(¢) et on a donc :
1 23 1 23 23 3 23
H=li= A+ —=l=l|--1)=—= b= =X _-=—
J) 30t a7 (3 > 27 27727 18
. . 23
(¢) Démontrer que pour tout entier naturel n, on a u, > T
23
Notons pour cela Z(n) : uy > 18
— Initialisation : ug =2 > 13’ par conséquent la propriété & est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que & soit vraie au rang n et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1
0 d S 23 1 S 23 S 23 L 23 23446 69 23
n suppose donc que Uy, > — <= —U,y > — <= Upy1 > — + — = = =
PP 4 18° 3"~ 54 =57 54 54 18

La propriété & est donc vraie au rang n + 1, on a donc pour tout n € N :

23

Up = —

18

(d) On étudie le signe de up+1 — Uy, :
1, .2 _2, 022 23 93 6146
Untl = ln = glin T o mUn = 73Un T o0 = 73 X9 T 97 T T 54
De plus
L2246 2 23 46 23 46446
Un =13 3" = "5 3 T or =TEa T r T T 5

Par conséquent, pour tout n € N, u, 1 < up, et donc la suite (u,) est décroissante. Comme, de plus, la
suite (u,) est minorée, elle est donc convergente.

. P e o 23 ) o 23
Enfin on a démontré qui si elle était convergente sa limite était s’ par conséquent sa limite est —

18
1
2. (a) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. Posons w, = Ton alors la suite (wy,) est une suite
1
géométrique de raison T et de premier terme 1.
Ainsi la somme des n termes suivants vaut :
1 1
L, 1,1 flxl_mflxl_ﬁ—lx1 !
102 ° 103 o+t 1020, 1100 90 90 10m
10 100

(b) La suite v est définie par v, = 1,2777...7 avec n décimales consécutives égales a 7.
Ainsi vg = 1,2, v1 = 1,27 et vo = 1,277.

1 1 .
Onawvy=1,2, v1:1,2+0,07:1,2+7><m:l,Q—l—?xm,pms

1 1
v2:1,2+7><o,01+7><o,01=1,2+7(1—02+1—03>

Et enfin, pour n > 2 on a :

11 1
n=1,247( =+ — - ——
Y + (102 HETIER 1on+1>
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et donc d’apres la question précédente :

1 1

Comme lim —— =0 on a aussi :
n—+oo 10"
1 712 7 10847
lim v, = 1,24 7% — =124 =24+ — _
oo ¥ % t90 10 % 90

23
3. On a vu que la suite (u,) était décroissante et avait pour limite s’ de plus :

i 23 23
n—l>I-ir-looun Un = 18 18

15 _ 23
90 18

Par conséquent les suites (u,,) et (v,) sont ajdacentes si et seulement si la suite (v, ) est croissante. Déterminons

donc le sens de variation de la suite (v,), On a :

1
Un+1_vn_172+7<_+

102 ' 103 107+2 102 ' 103

1 11 1 1
+-~-+—>—1,2—7<—+—+~-+W—+1)_7x—>0

10n+2

Par conséquent la suite (v,,) est croissante, ce qui prouve que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes. La suite

u définie au 1. et la suite v sont-elles adjacentes ? Justifier.

U2 o —— — —
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