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Nombres complexes

[ Correction du devoir Maison 3 )

Exercice 1.

(3,5 points)

On consideére la suite (u,) définie par :

et la suite (vy,) définie pour tout n € N par :
Uy = Uy — 6

1. Pour tout entier n, calculer v, en fonction de v,. Quelle est la nature de la suite (v,,) ?

Ungr _ Uni1 =6
vn Uy — 6
L 4—-6
I S
Uy — 6
lun -2
- 3
Uy — 6
lu, —6
- §un —6
1
N 3
Par conséquent )

Un+1 = gvn

RSP o1
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison 3

1 n
2. On a vy = up — 6 = —5, par conséquent v, = —5 X <§) . Tous les termes de cette suite sont négatifs et de
plus :
v 1
AR S R
Up, 3

(vn) est une suite strictement croissante.

3. En déduire le sens de variation de (uy,).
Pour tout n € Non a upy1 — up = vpg1 —6 — vy, +6 = v,41 — v, > 0, ce qui prouve que up41 > Uy, pour
tout n € N et donc que la suite (u,) est croissante.

4. Démontrer, de deux manieres différentes, que pour tout entier naturel n :

1 n
n=—95 — 6
U ><<3> +

Premiére méthode :

1
Comme v, = —5 X 3 et comme v,, = u, —6 0n a :
1 n
Up = Vp +6 =—5H X <§) +6
Deuziéme méthode : N
1
On raisonne par récurrence et on note &?(n) la propriété u, = —5 x (5) +6
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— Initialisation : pour n =0 on a —5 X <§> +6=-546=1=ug, par conséquent & est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que la propriété & soit vraie au rang n et montrons que & est vraie au rang n + 1.
1 n
D’apres 'hypothese de récurrence on a u,, = —5 X <§> + 6.

Or, u —lu —|—4—l -5 % ! n+6 +4=-5x 1 n+1+2+4——5>< ! n+1+6
e S 3 - 3 - 3

Par conséquent & est vraie au rang n + 1.

1 n
— Conclusion : On vient de démontrer par récurrence que pour tout n € N : u,, = —5 x (§> + 6.
5. Etudier la convergence de la suite (uy,).
On a
1 n
T (g) =0
Par conséquent :
lim u, =6
n—-+oo
Exercice 2. (1,5 points)

On consideére la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n :

1+ u,
Un+1 = 2
, 1
Montrer, par récurrence, que pour tout n > 1 on a E <u, <1

@ Preuve

Notons &(n), pour n > 1, la propriété <wu, <1

— Initialisation : pour n =1 on a u; = {/ = et on a bien :

ﬁm ~

1
— < u; <
\/5_ 1S

Donc & est vraie au rang 0.
— Heérédité : Supposons que la propriété & soit vraie au rang n et montrons que & est vraie au rang n + 1.

D’apres ’hypothése de récurrence on a — < u,, < 1.

75 SUn S

\/1+un<\/1+1 )
un = =
+1 5 5

1+un _2 \f+1 1
Un+1 = 2 5 \/—

La propriété & est donc vraie au rang n + 1.
— Conclusion : On a donc démontré par récurrence que :

De plus

Mais encore :
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