Chapitre 1 wicky-math.fr.nf Nombres complexes

[ Correction du devoir Maison 2 )

Exercice 1. (5 points)

Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormal direct (O; @, ) (2 cm pour une unité graphique).
On appelle I' le cercle de centre O et de rayon 1.
On fera une figure que 'on complétera tout au long de l’exercice.
On appelle f 'application du plan privé du point O dans P qui, a tout point M différent de O, d’affixe z, associe
le point M’ = f(M) d’affixe 2’ définie par :
Y =z4i— !
z

1. On considére les points A et B d’affixes respectives a =i et b = €' et leurs images A’ et B’ par f d’affixes
respectives a’ et b'.

(a) On a
b1 .1 s
o =i+t —=-=21—-=214+1=31
i i
Et
;T 1 iy s ) 1
b’:e1€+z‘—ei%:ezﬁ+i—eﬂ€_%§+%+i—?+§i:2i
(b) Placer les points A, A’, B et B’.
(c)
VB 1 (VB 1N V3 3
b —iF R i U U 2 2
b 95 _ iE - - 3 9
V=b 2Zi—e 27’_73 %z —£+§Z Z‘FZ
2 2
ie:
V3 _LN(LYB 3\ 3 33 VB 3
_ (3 (3 - 4 14+ —1— =
b 2 2 2 2) 1773 11 _ V3,
V—b 3 B 3 3
(d) D’apres la question précédente on a :
20—2p |_ V3 _ V3 V3 VB

3
Or,BO:|b|:1:>BB’:%:\/§. De plus OB’ = 2.
D’apres la réciproque du théoréme de Pythagore (comme 1 + 3 = 22) on conclut que le triangle OBB’
est rectangle en B.

2. Le but de cette question est de déterminer ’ensemble (E) des points du plan P privé de O qui ont pour image
O par f.

(a) Démontrons que, pour tout nombre complexe z :

i (BN (B,
2541z 1—<z+2—|—21><z 2—|—22

24—+ =t 5 — —z+ iz S i ir— i - =22 iz -1

() (B e B 3 0

b) Les affixes des points de ’ensemble (E) vérifient 2z’ =0 i.e :
( P

1 3 1
0=z2+i—— <= 224i2—1 =0 <= (z+§+§
z

] z—ﬁ—i—li =0<+==z ——ﬁ—li ou =z —i——i
2 "2 ' 2 2 2
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(¢c) (E) est un ensemble qui contient deux points d’affixe z; et zo ou :

V3 1. cos 77T+ » T itz
21 =——— — i =008 — +isin— = €'
' 2 2 6 6
V3 1. - s -7 —im
Z9=-———i=cos— +isin— =e¢
T2 2 6 6
Et donc | 21 |=| 22 |= 1, ce qui prouve que les points de I'ensemble (E) appartiennent & T’

3. Soit 6 un réel.
. ) 1 ) )
a) Siz=c¢¥ alors 2/ =e¥ +i— — =¢e +i— e =cosf +isinf +i— cosh +isinf = (2sinf + 1)i
6
e
(b) Si M appartient au cercle I alors il existe § € R tel que z = €%, et donc en vertu de la question précédente
ona:
2= (2sinf+1)i

Dans ce cas 2z’ est un imaginaire pur et donc se trouve sur ’axe imaginaire, de plus comme
—1<2sinf+1<3

M’ se trouve sur le segment [A’C].
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