Chapitre 1 wicky-math.fr.nf Nombres complexes

[ Correction du devoir maison 1 )

Exercice 1. (5 points)
La plan complexe est muni d’un repére (O; @, ¥). On associe & tout nombre complexe z différent de 1414, le complexe :

z+1
z—1—1

Z:

1. Déterminer I'1, ensemble des points M d’affixe z différente de 1 + i tels que | Z |= 1.

2. Déterminer I's, ensemble des points M d’affixe z différente de 1 + ¢ tels que Z est réel.

3. Pour tout complexe z différent de 1 + 4, on note M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe Z.

Vs

|z—1—1|

(b) En déduire que lorsque M parcourt le cercle de centre {2 d’affixe 1 + ¢ et de rayon 2, M’ reste sur un
cercle dont on précisera le rayon.

(a) Montrer que pour tout complexe z d’affixe différente de 1+, | Z — 1 |=

@ Solutions :

1. Dans un premier temps appelons {2 le point d’affixe z, = 1+ et B le point d’affixe zp = —i. Dans ce
cas pour tout z # zp on a :

| Z|=1
z4+1
z—1—1
lz+i|
|z—1—i|

|z—2zp|

=1
1

=1
|z —z0 |

| 25w

BM
| 255 = 1
BM _
oM
BM = QM

[0 I A A

Par conséquent, T'; est la médiatrice du segment [2B].

2. Je propose ici une autre maniere de répondre a cette question que celle vu en cours, plus élégante, qui
utilise les arguments :

7 est réel
arg(Z) = 0O[n]
arg(z+1i) —arg(z —1—1i) = 0[x]
arg(z — zg) = arg(z — zn)|n]
(w; BM) = (; 2M)

rre et

Iy est alors la droite (Af2) privé du point 2 (faire un dessin pour s’en convaincre), ce qu’on retrouve
en procédant comme fait en cours :
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@ Solutions :

2. Notons z = z + iy ou x et y sont deux nombres réels. On a pour z # z et pour z # Zg :

Z est réel
= Z=2
— ) _ zZ41
z—1—7 z—1—1
z+1 zZ—1
N co1-i z-1+i
<= z+i)z—1449)=(z—-1-4)(z—1)
= zZ—z4iz+iz—1—1=zz—iz—zZ+1—1z—1
= —z+iz+iz—1=—iz—Z+1—1Z
S —z24+2iz4+2iz+2z—-2i=0
= —r—iy+2dr—-2y+2x+2y+r—1y—21=0
= dix — 21y — 20 =0
— 20 —y—1=0
— y=2r—1
Remarquons que pour z = Zg,
1—i4+de 1 1 i

Z — =—_=_¢R

T1-i-1—i —2 2% 2

Ainsi T'y est la droite d’équation y = 2z — 1 privé du point §2, qui est bien la droite (Af2).

3. (a) pour tout complexe z d’affixe différente de 147 on a :

Z+1
z—1—1

Z+1 z—1—1
z—1—4 z—1—4
z+i—z+1+i|

| Z-1]= | —1]

z—1—1
B |1+ 2 |
N |z—1—1i]
_ Vitd
N |z—1—1i]
B Vb
N |z—1—1i]

(b) Si M appartient a un tel cercle alors QM =2 <= |z—zp |=2<=|z-1-i|=2
Par conséquent, en utilisant la question précédente et en notant C' le point d’affixe zc =1 on a :

|Z—1|:§<:>M’C:§

5
Par conséquent M’ appartient au cercle de centre C' et de rayon g lorsque M est sur le cercle de

centre (2 et de rayon 2

2 Encore une maniére de répondre & cette question (qui me parait étre la plus simple des trois), proposée par
Raphaelle S. :
Notons z4 = —let zg =1+1.
Z est réeel.
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M — RA
OnazZ=——>-

ZM — 2B

, soit
ZM — ZA
ZM — 2B
alors zpr — 24 = k(zym — 2B) = AM = kBM
Les deux vecteurs sont donc colinéaires. L’ensemble I'y des points M d’affixe z différente de 1 + i tels que Z
est réel et que AM et BM soient colinéaires est la droite (AB) sans le point B.

=k avec k € R
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