Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Intégration

[ CORRECTION DU DM 14 )

Exercice 1.

n+

n+l1 n 1
1. Oncalculeln+1—]n=f e_t\/1+tdt—f e_t\/1+tdt=f e 'V1+tdt.
1 1 n

Pourte[n; n+1], Vi+t>0ete ' >0.
Lintégrale d'une fonction positive sur un intervalle ot n < n+ 1 est positive, doncJ;+1 -J, 20 < J,4+1J, =T, ce

qui montre que la suite (J;) est croissante.

2. (a) Posonsu=t+1,doncu=2;or0<vus<u,sur2; +oo],car0<u<u2.

Remarque : en fait relation est vraie pour ¢ = 0.
n n
(b) Vi+1<t+1 < Vi+le '<(t+1)e”’ ce qui entraine quef e "V1+ tdts[ e 'l+ndt = J,<I,.
1 1

(c) Intégrons par parties :

{um t+1 {dmn =1
dv(p) e ! v() = -—e!
n
Les fonctions dérivées ci-dessus étant continues I, = [~ (¢+ 1)e” "]} —f —e7fdt=[-(t+De '] +[e7f]] =
[~(t+2)e7 "]} =—(n+2)e " +3e7". '
Comme (n+2)e™" =0, I, est donc majorée par 3e7!
(d) Linégalité démontrée au b. montre que J, < 3e L.
La suite (J,;) est donc majorée et croissante : elle a donc une limite inférieure ou égale a 3e7 L.

Exercice 2.

Partie A

1. f " étant définie et continue sur [0; 1] est intégrable sur cet intervalle et

1
/ _ 1_ _ _i_ 1
[Of(x)dx—[f(x)]o—f(l) 0 =5--0

= g
2. On sait que sur [0; 1], la courbe (%) est au dessus du segment [OA]; I'intégrale de f sur [0; 1] égale a I'aire de la

surface limitée par (¥) et les droites y =0, x =0 et x = 1, est supérieure a l'aire du triangle OIA (avec I(1; 0)). Cette
OIxIA lx3 1

aire est égale a .
2 4e

1 1
Donc x)dx=—.
fo fdes o
Partie B

—-x
foo=2—.

xc+1

1. Onsaitque lim e *=0, lim x"e =0, quel que soit n € N.
X—+00 X—+00

Deplus lim x*>=0,donc lim fx)=0.
X—+00 X—+00
Laxe des abscisses est donc asymptote horizontale & € au voisinage de plus l'infini.

2. gfonction polyndéme est dérivable sur [0 ; +ool et sur cet intervalle g'(x) =3x%+2x+1.

) 12 1 1\2 2 2
Or3x“+2x+1=3 +1=3{x+=-| —=+1=3|x+=|] +=>=->0
3 3 3 3 3

2
¥ +=x

3
Conclusion g'(x) > 0 = g est croissante sur [0 ; +ool.

Ona g(0) = —1 et g(1) = 2. Comme la fonction est croissante sur [0; 1], '’équation g(x) = 0 a une solution unique sur
[0; 1], donc sur [0 ; +oo.
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/ /

uv—uv L.
, on en déduit que

u _ _
3. (a) festdelaforme —, avecu=xe *etv=x*+1.Deu/ =e *(1-x), V' =2xet f = 5
v v

e *(1—x)(x*+1)—xe ¥ x2x

fl= (x2+1)? qui est du signe du numérateur donc de e (1 - x) (x* +1) — xe™* x 2x =
x“+1

e (P +1-x°—x-2x%) =

e (-x*~x*-x+1)ouencorede —x* —x* —x+1=—(F* +x* +x—1) = —g(x).

f' et g ont donc des signes contraires.

(b) On avu que sur [0; af,g(x) <0, donc f'(x) >0 = f est croissante sur [0 ; «] et sur [« ; +oo[, g(x) > 0, donc
f'(x) < 0= f est décroissante sur [a ; +oo.

1 X
4. (a) Ilestévident que quel quesoitx € [0; +ool, (x—1)>=0 = x*+1-2x20 < x°+1>2x 5271
X
X 1
——<-.
x2+1 2
(b) Onax=0 < —-x<0 < e ¥« e’ (par croissance de la fonction
xe ¥ X

exponentielle) <= e ' <1 &= ——<—5—.
x+1 x+1

En posant u(x) = x°+ 1, u est dérivable et 1/ (x) = 2x.
_1d
2+1 2u’
2n
On a donc uy, =f

n

2n1
Orf —e “dx=
2

n

Donc

2n xe™* 2n 1
fx)dx= fn — dx < fn Ee_x dx. (d’apres la question 4. a.)

1 2n

——e " =1[—e2”+e_”].
2° ], 2

1
Conclusion u, < > (e - e_Z").

(c) Comme lim e "= lim e 2" =0, on en déduit par application du théoréme des « gendarmes » :
+ +
n—+00 n—+00

lim u,=0.
n—+oo
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ANNEXE

Exercice 2
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