[ CORRECTION DE L INTERROGATION N°3

Exercice 1. R.O.C (4 points)
On considére deux suites adjacentes (uy) et (vy,) telles que :

Un < Up
1. Deux suites sont adjacentes si I'une est décroissante, l’autre croissante et la différence des deux converge vers

0.

2. (uy) est une suite décroissante, par conséquent :
Vn € N U < Uy < Ug
De plus (v,,) est une suite croissante, par conséquent :
Vn € N vo S v S Up < Ug

Alnsi (v,) est croissante et majorée (par ug) et (u,) est décroissante et minorée (par vy) ce qui prouve que
(un) et (v,) sont deux suites croissantes.
3. On sait que :

lim w, —v, =0
n—-+oo

Mais comme les deux suites (u,,) et (v,) convergent on a aussi :

lim u,—v,= lim wu,— lm wv,
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Par conséquent :

lim %, — lm v,=0<«—= lim u,= lim v,=/¢
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Exercice 2. (6 points)

1
Soit f la fonction définie sur I'intervalle |2; +o00[ par f(z) =4 — ——

T —2
1. Etude de f

(a) On a, pour tout z > 2 :
-1 1

(@-2?2 (z-2)7

Par conséquent f est strictement croissante sur ]2; 4o00].

>0

f@)=0-

(b) On a, pour tout z > 2 :

1
5 =r<=d(r-2)-l=2(r-2) <=2 —6r+9=0<= (2-3) =0<=1=3

f(a:):a:<:>4—x_

Ainsi oo = 3.
2. Etude de la suite (uy)

1
On considére la suite (uy) définie par ug = 10 et par : upt1 = f(un) =4 — 5
Uy —
(a) Notons Z(n) : a < Uupt1 < Up.
1 31
— Initialisation : Pour n =0:up=10et uy =4 — 3 = 3 ainsi on a bien 3 < u; < ug ce qui initialise

la propriété & au rang 0.
— Hérédité : Supposons que la propriété & soit vraie au rang n, et montrons qu’elle est encore vraie
au rang n + 1.
On suppose que : a < Up41 < Up.
On veut montrer que : & < Upio < Upt1
On a (puisque la fonction f est croissante sur ]2; 4+o0] :

a < Upt1 S up = fla) < funt1) < fun) <= a < tUpgo < Unga



(b) On vient de démontrer que (u,) est une suite décroissante et minorée par 3, par conséquent (u,) est une
suite convergente, disons vers £ (notons qu’on est str que £ > 3).

De plus on a :
1

Uy — 2

Unp+1 = 4—

Par passage a la limite on obtient :

1
=17

Or, cette équation admet 3 pour unique solution, par conséquent :

(=3
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Exercice 1. R.O.C (4 points)
On considére deux suites adjacentes (uy) et (vy,) telles que :

Up < Up

1. Deux suites sont adjacentes si I'une est décroissante, l’autre croissante et la différence des deux converge vers
0.

2. (uy) est une suite décroissante, par conséquent :
Vn € N Un < Up < Ug
De plus (v,,) est une suite croissante, par conséquent :

Vn eN vo < vy < up < ug
Ainsi (vy,) est croissante et majorée (par ug) et (u,) est décroissante et minorée (par vg) ce qui prouve que
(un) et (v,) sont deux suites croissantes.

3. On sait que :
lim wu, —v, =0
n—-4o0o

Mais comme les deux suites (u,) et (v,) convergent on a aussi :

lim u,—v,= lim wu,— lm wv,
n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

Par conséquent :

lim %, — lim v,=0<«— lim u,= lim v,=/¢
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Exercice 2. (6 points)

100
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; +o0o| par f(z) = 15 — P
T

1. Etude de f

(a) On a, pour tout z >0 :
—100 100
"(z) =0— = >0
f@ (@+5)?°  (z45)
Par conséquent f est strictement croissante sur [0; +oo.

(b) On a, pour tout z >0 :

100

flz) =2 <= 15—? =1 <= 15(2+5)—100 = z(v+5) <= 2°—102+25 =0 <= (z-5) =0 <=z =5
X

Ainsi oo = 5.

2. Etude de la suite (uy)
100

Up + 5

On considére la suite (u,) définie par ug = 10 et par : up+1 = f(un) = 15 —

(a) Notons Z(n): a < upy1 < up.
e 1e e 100 115 23 . . .
— Initialisation : Pour n =0 : ug = 10 et uy = 15 — T = T = 3 ainsi on a bien 3 < u; < ug ce
qui initialise la propriété & au rang O.
— Hérédité : Supposons que la propriété & soit vraie au rang n, et montrons qu’elle est encore vraie
aurang n + 1.
On suppose que : « < Upy1 < Up.
On veut montrer que : & < Upio < Upt1

On a (puisque la fonction f est croissante sur [0; +o00] :

a < Upt1 < Uy <= fla) < flunt1) < flun) <= a < uppo < Upyr



(b) On vient de démontrer que (u,) est une suite décroissante et minorée par 5, par conséquent (u,) est une
suite convergente, disons vers £ (notons qu’on est str que £ > 5).
De plus on a :

100
nt1 = 15—
tntl Up + 5
Par passage a la limite on obtient :
100
{=15— ——
{45

Or, cette équation admet 5 pour unique solution, par conséquent :

=5



