Chapitre 1 wicky-math.fr.nf Les Suites

[ DS 1 : QUELQUES EXERCICES SUR LES SUITES )

Exercice 1. R.0.C (4 points)
Montrer que toute suite (u,,) croissante non majorée diverge vers +oo

/ Preuve
Considérons un intervalle de la forme ]A; +oo[ o A est un réel.
(uy) n'est pas majorée, par conséquent il existe un entier ng tel que u,, > A.
De plus (u,) est croissante, on a donc :
Vn=ng, up,>A

Ainsi I'intervalle ]A; +ool contient tous les termes de la suite (u,) a partir de I'entier ng, ce qui signifie précisément

que la suite (1) diverge vers +oo.

Exercice 2. (4 points)
Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration de la réponse
choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1. On consideére trois suites (i), (v,) et (w;,) définies sur N telles que, pour tout n € N :

Un < Wy < Uy

@ Proposition 1 :

| Si les suites (u,) et (v,) sont adjacentes alors la suite (w;,) est convergente.

Nous savons que deux suites adjacentes convergent vers la méme limite ¢, par conséquent d’apres le théoréeme
des gendarmes il en va de méme pour (w;), ainsi la proposition 1 est vraie.

—_1nn
2. On considere la suite (u,) définie sur N par u, = ( n) .

@ Proposition 2 :

| (upn) converge vers 0.

On applique de nouveau le théoreme des gendarmes :

n 1 1
-l1<(-1)"sl=-——=<u, <—
n n

1
Eneffet im ——= lim =0— lim u, =0
n—+oo n n—+o0o n—+oo

3. On considere la suite (u,) définie sur N par u,4+; = et uy = 10.

1
up+1

@ Proposition 3 :

| La suite (u;,) est décroissante.

1 11
up =10, u; = 1 et uy = =’ on constate que uy > uj, (1,) ne peut donc étre décroissante.

La proposition 3 est fausse.
4. On considére une suite (u,) croissante et majorée par 3.

4 Proposition 4 :

| (upn) converge vers 3.
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Cette proposition est fausse encore, 3 n'est peut-étre pas le meilleur des majorants!, effectivement considérons
la suite définie sur N par :

1
Up=2——
n

1l est facile de démontrer que cette suite est croissante et majorée par 2 (donc par 3). Mais elle converge vers 2 et
non 3.

Exercice 3.

(8 points)
On consideére la suite de nombres réels (¢,,) définie sur N par :

1 X 1
up=-1, u; = > et, pour tout entier naturel n, uy+2 = Up+1 — = Up.

= Z, de plus:
uz 6 _ 3 u 1
w2 w2
Ces deux rapports n’'étant pas égaux (u,) ne peut pas-étre géométrique.
Deplus:

1 3
Mz—ul=§75u1—u0=§

Ces deux différences n’étant pas égales, (u,) ne peut-étre arithmétique.

2. On définit la suite (v;,) en posant, pour tout entier naturel 7 :

1
Un=Un+1— Eun
(@)
1 1 N 1 1
VW=uU——uU=—+-=
0 1 1=5+5
(b)
1 1 1 1 1 1 1
Un+1 = Up+2 — Eum—l = Up+1 — Zun_ Eum—l = Eum—l - Zun = > Un+1 — Eun = Evn
(c) On en déduit que la suite (v,;) est géométrique de raison >
(d) Dela question précédente on déduit que :
1\" 1
_ n_|2| — 2
Un=Voq = (2) ~on
3. On définit la suite (w;) en posant, pour tout entier naturel 7 :
Up
w, =—.
Un
(@) )
U _
WO = —0 = —_—= —1
Vo 1
(b)
1
Ups1 UVp+ 5 Un
Wpi1=——=—"7"
Un+1 —v,
2
(c) Pourtout neNonadonc:
1
— un
v u
W1 =~ +2— =24+ 2 =24,
1 1 v
-V -V
R
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(d) Onvient de démontrer que (w;) est une suite arithmétique, par conséquent :

wWp=wo+nr=-14+2n=2n-1 VneN

Up .
4. Ona w, = — < up = Wy X vy, et donc pour tout entier naturel n

Un
~ 1 2n-1
un—(Zn—l)xz—n— o
k=n
5. Pour tout entier naturel n, on pose: S, = Z U =Up+ U+ + Upy.
k=0
Notons: o 43
n
Pn):S,=2- o
- Initialisation: Pour n=0,So=uyp=-1let2— S0 - 2 -3 =-1, par conséquent & est vraie au rang 0.
— Hérédité : Supposons que & est vraie pour un certain n et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.
2n+3
On suppose donc que S, =2 — o
. _ 2(n+1)+3 2n+5
On veut montrer que : S;+1 =2 — Sl =2- o
, . . 2n+3
C’est parti, onsaitque Sy+1 =uUp+ U1+ +Up+Up+1 =Sp+ Ups1 =2— on + Up+1-

2(n+1)-1 2n+1 ,
= > bar conséquent :

Et d’apres la question précédente on sait que uy+1 =

on+l - on+
_ 2n+3 2n+1 2n+1 2n+3_ 2n+1 4n+6
Sn+1 =2~ on + on+l + on+l — on + on+l  on+l
Et on conclut :
_ 2n+1—4n—6_ —2n—5_ 2n+5
Sn+1=2+ on+1 =t on+l - on+1

Donc & est vraie au rang n+ 1, par conséquent & est a la fois initialisée et héréditaire, on a donc pour tout n € N :

2n+3
21’1

Sp=2-
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