Chapitre 8 wicky-math.fr.nf Logarithme décimal

[ CORRECTION DU DM 12 : LOGARITHME NEPERIEN )

On considere la fonction g définie sur R par :

Inx?+1) *
gl)= ———— VxeR et  g0)=0
X
Que doit-on prouver pour démontrer que g est continue en 0 (et donc sur R) ?
Pour démontrer que g est continue en 0 il faut montrer que lirr(l) g(x) = g(0) = 0. Notons que g est continue pour tout
X—
xeR".
Objectif : Démontrer que la fonction g est continue en 0 de deux maniéeres différentes.
In(x? +1)

18" méthode : Etude de lim ———— en utilisant le théoréme des gendarmes.
x— X

Soit & la fonction définie sur R* par :
hAX)=InX+1)-X

1. Calculer lim h(X).
X—0*
lim A(X) =In(0+1)-0=0
X—0*
2. Etudier les variations de h, puis dresser son tableau de variations sur R*.
h est une fonction dérivable sur R* eton a:

_ 1-x-1 X

1
W (x)= -1= =
x+1 x+1 x+1

I est du signe de —x sur R™ puisque x+ 1 > 0, par conséquent i’ <0 sur R*, etona:

X 0 +00

h/(x) —_

h(x) \

vXeRt  InX+1) <X

3. Endéduire que:

Onvient de démontrer que lirr(l) h(x) = 0 et que h est une fonctions strictement décroissante sur R*, par conséquent :
X—

VxeR?t hx)<s0<=hx+1)-x<0<=Inx+1)<x

4. Endéduire que:

vxeR 0=ln(x®+1) <x?

Pour tout x € R x> >0, par conséquent x*> +1 =1, or In est une fonction strictement croissante sur R*, par consé-
quent:
In(x**+1)=In1=0

De plus on a démontré dans la question précédente que pour tout X € R* on aIn(X + 1) <X, en posant X = x°, on a

alors pour tout xeR:
ln(x2 +1) < x?

Au final :
VxeR 0<In(®+1) <x?

5. Déduire de la question précédente :

(@) VxeRt™:
In(x%+1)
0s——=<x
X
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Pour tout x € R**, on a d’apres la question précédente :

In(x® +1) In(x®+1)
- x> 0=— <y

0
0<In(x*+1)<x’ e -<
X X X

In(x? +1
En déduire lim n(xi)
x—0% X

De plus on sait que lim+ x=0= lim+ 0, par conséquent d’apres le théoreme des gendarmes on conclut que :
x—0 x—0
In(x?+1
lim 2D
x—0% X
(b) vxeR*:

In(x2 +1)
X<—<0
X

On sait que pour tout xe Rona0 < In(x? +1) < 1%, par conséquent pour tout x <Oona:

) ) 0 _ In(x?+1) In(x? +1)
O<Inx*+])<x*e—-==——>x<—x<——<0
X

X X
In(x? +1
En déduire lirgf %
X
De plus lir(r)l x=0= li%l 0, par conséquent d’apres le théoréme des gendarmes on conclut que :
x—0" x—0"
o In(x%+1)
lim —— =0
x—0~ b
6. Conclure.
. In(x?+1) . In(x?+1)
Comme lim —— =0et lim ——=0,0na:
x—0" X x—0* X
. In(x?+1)
lim —— =0
x—0 X
Par conséquent g est continue en 0.
ome . In(x?+1) . P .y
2 méthode : Etude de hn’b — en utilisant la définition du nombre dérivée.
x—
On rappelle que si f est une fonction dérivable en a alors :
f’(a) = lim 7]0(]6) ~f@
X—a x-a

1. Déterminer une fonction f et un réel a tel que :
f@-f@ Inx?+1)

XxX—a X

En posant f(x) =In(x*+ 1) et =0 on a, puisque In(0> +1) =0

In(x*+1) _ f(x)—f(0)

X x—0
2. Calculer f'(x) pour tout x € R.
Pourtout xe Rona:
F 2x
X) =
x2+1
2
3. Endéduire lin’b M, puis conclure.
X—

X
f estune fonction dérivable en 0, par conséquent :

_ 2
lim SR IC) =lim In +1) =f'(0)= 2x0 =0

=0  x—a x—0 X 02+1
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