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Lecon 4

Racine Carrée et Valeur
Absolue

Au fil du temps

I. Variation de fonction

I.1. Définition
,-[ [ Définition 1. } \

Une fonction f définie sur un intervalle T est dite strictement croissante sur I si et seulement si les images
et les antécédents sont rangés dans le méme ordre sur I c'est-a-dire f est strictement croissante sur I si et
seulement si f vérifie la propriété suivante :

VX, el x<y= f(x) < f(y)

Le schéma suivant illustre la définition précédente :

S| e e ==

B e - - - - - - — —
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,—[ [ Deéfinition 2. } \

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite strictement décroissante sur I si et seulement si les images
et les antécédents sont rangés dans |'ordre inverse sur I c'est-a-dire f est éstrictement croissante sur I si et
seulement si f vérifie la propriété suivante :

Vi, el x<y= f(x)> f(y)

Le schéma suivant illustre la définition précédente :

1)

Remarque : On parle de fonctions croissante ou de fonction décroissante uniquement sur un intervalle.

I.2. Application aux fonctions affines

On considére une fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+b.
Soit x et y deux antécédents tels que x> y; dans ce cas :

f-fyW=ax+b—-(ay+b)=ax+b—ay-b=a(x-y)

Puisque x> y on obtient x— y > 0. Distinguons trois cas :

~ Si a>0 alors a(x—y) >0 donc f(x)— f(y) >0 < f(x) > f(y). Nous venons de démontrer que si x> y alors
f(x) > f(y); autrement dit f vérifie la propriété des fonctions croissante sur R

~ Si a<0 alors a(x—y) <0 donc f(x)— f(y) <0< f(x) < f(»). Nous venons de démontrer que si x > y alors
f(x) < f(y); autrement dit f vérifie la propriété des fonctions décroissante sur R

~ Si a=0 alors a(x—y) =0 donc f(x) = f(y) ce qui montre que f est une fonction constante sur R

[ 4 Propriété 1. ]

Soit f une fonction affine définie sur R par f(x)=ax+b.
f est strictement croissante sur R si et seulement si a>0; f est strictement croissante sur R si et seulement
si a<0.

-@'—Exemple :
Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) =3x—5 et g(x) = —2x+ 1. D'aprés la propriété précédente f est
strictement croissante sur R puisque a=3>0 et g est strictement décroissante sur R puisque a=-2<0.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 2/ 10
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Il. Racine Carrée

II.1. Définition
,-[ [ Définition 3. } \

Soit a un nombre réel positif alors I'unique nombre positif dont le carré vaut a est appelé racine carré de a
et on le note v/a. On obtient donc immédiatement :

1. Va=o0 2. a=0 3. Vdi=a

*o“Exemple :
?

V9 =3 puisque 3x3=9. V2=1,41 puisque 1,41 x 1,41 = 2.

Remarque : Le carré d'un nombre étant toujours positif, il n'existe pas de nombre réel qui élevé au carré donne un
nombre négatif ; par conséquent la racine carré d'un nombre négatif n’existe pas (du moins dans R).

Définition 4. }

La fonction qui a tout réel positif x associe le réel v/x est appelé fonction racine carrée.
Elle est définie sur R* par f(x) = vx

-@’-Exemple :

L'image de 2 par cette fonction f vaut f(2) = V2 =1,41. De plus tout nombre réel positif y admet un unique
antécédent par f :

f(x):y@ﬁ:yﬁﬁzzyzﬁx:yz
Par exemple I'antécédent de 3 est 32 =9 puisque V9 =3

I1.2. Relation entre le carré et la racine carrée

Soit x un nombre réel positif, I'image de x par la fonction racine carrée est v/x et I'image de v/x par la fonction carrée
est \/}2 = x. Ainsi |'élévation au carré est le processus réciproque de la racine carrée.

On dit que la fonction racine carrée est la fonction réciproque de la fonction carrée sur R* ; mais quelle(s) relation(s)
cela implique-t-il entre ces deux fonctions 7

Les points suivants appartiennent tous a la représentation graphique de la fonction carrée :

(0;0) (LD (2;4) 39 (v2;2)
et les points suivants appartiennent eux a la représentation graphique de la fonction racine carrée :
(0;0 (L1 2v?2) (4;2) (9;3)

Pour passer des points de la représentation graphique de la fonction carrée a ceux de la fonction racine carrée il suffit
d’'échanger les abscisses et les ordonnées ce qui implique que :

[ 4 Propriété 2. j

Soit € la représentation graphique de la fonction carré et €” la représentation graphique de la fonction racine
carrée dans un repére alors € et ¢’ sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 3/10
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101

y=+(2)

De la symétrie entre les courbes € et €” sur I'intervalle R* on déduit immédiatement la propriété suivante :

[ 4 Propriété 3. ]

1. Sio<x<1 alors x* < xv/x:

2. Six>1alors Vx<x<x?

-@’-Exemple :

1 1 2 .
Pour x=0,5 on a 1/0,5= \/;: E = % ~0,7 et x¥>=0,5x0,5=0,25. On retrouve bien x* < x < /x.

I1.3. Variations de la fonction racine carrée

[ %% Théoréme 1. j

La fonction racine carrée est strictement croissante sur R*.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 4/ 10
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) Preuve
Considérons deux réels x et y positifs tels que x> y <= x—y >0 alors :

VIitVT _ (VE-VI(VEHVT)  VE -V x-y
VItVT (VE+y7) VItVT VAT

Vi-vy=(Vx-Vy)

D’une part x—y >0 et d'autre part vVx+/y >0 donc \/f%)\//_ >0 donc Vx—/y>0<= Vx> /y; on vient de
X y

x>y=Vx>y

La fonction racine carrée vérifie donc la propriété des fonctions croissante sur R*.

démontrer que sur R* :

I1.4. Variationsde x— Vax+b
[ 4 Propriété 4. j

Soit f une fonction définie sur R et g une fonction définie par g(x) = v/x.
Si f est strictement (dé)croissante sur R alors g est strictement (dé)croissante sur son ensemble de définition.

@ Preuve

Démontrons cette propriété dans le cas ol f est strictement décroissante sur R :
Soit x et y deux antécédents dans Dy (I'ensemble de définition de g) tels que x>y
alors f(x) < f(y) puisque f est strictement décroissante sur R.

Enfin y/ f(x) <1/ f(y) puisque la fonction racine carrée est strictement croissante sur R*.
Au final on a démontré que si x>y alors g(x) < g(y) ce qui montrer que g est strictement décroissante sur son
ensemble de définition.

-@’-Exemple :
Soit g la fonction définie par g(x) = V3x—4.
Tout d'abord g est définie lorsque 3x—4=>0< x= % ; donc g est définie sur I'intervalle [§;+oo .
Enfin la fonction affine f définie par f(x) =3x—4 est croissante sur R puisque 3 > 0 donc la fonction g est

strictement croissante sur §;+oo .

IL.5. Vers la valeur absolue
Par définition on sait que pour x=0 on a /X~ = x. Mais qu’en est-il de vV x2?
Cette fois puisqu'un carré est toujours positif on peut calculer vV x2 méme pour des valeurs de x négative.

Par exemple
V(=52 =v25=5

Contre toute attente :

Vx<0, \/;;éx

D’une maniére générale on a V x2 = +x; plus précisément Vx2=x si x>0 et vV x2=—x si x<0. Systématiquement
vV x2 donne « la valeur positive de x ».
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Définition 5. }

On appelle valeur absolue du réel x le nombre noté | x| et définie par :

le=\/§

-@’-Exemple :
1-31=v(=3)2=v9=3 et |5|= V52 =V5=5

I1l1. Valeur absolue

III.1. Définition
Définition 6. }

La fonction qui a tout réel x associe le réel | x| est appelée fonction valeur absolue

Y ! v
-@-Exemple :
Cherchons les antécédents de 5 par cette fonction.
Pour cela on doit résoudre I'équation | x |=5 ce qui équivaut a :

Vi2=5e=x*=25 x=15

Il existe donc deux nombres dont la valeur absolue vaut 5, il s'agit de 5 et —5.

Cherchons les antécédents de —7 par cette fonction. On doit résoudre |'équation VaZ=-17. Puisque la racine carrée

d'un nombre donne toujours un résultat positif, cette derniére équation n'admet pas de solution. Par conséquent

il n'existe aucun nombre réel dont la valeur absolue vaut —7.

Comme souvent en mathématiques il existe différentes maniéres de définir la valeur absolue, toute équivalentes bien
entendu, en voici deux autres :

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 6/10
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,—[ [ Définition 7. }

Soit x un nombre réel alors :

1 |x|={ *
—X

six=0

six<0

donne :

6

Représentation graphique de |
5

2. | x|=4d(0,x) ou d(0,x) est la distance entre 0
et x, une fois x placé sur |'axe des abscisses.

En utilisant la premiére des deux définitions précédentes on déduit que la représentation graphique de la
fonction valeur absolue est la réunion des demi-droites d'équation y = —x sur R™ et y = x sur R ce qui

fonction valeur absolue.

<
Il

[ 4 Propriété 5. ]

On considére deux nombres réels x et y alors la distance qui sépare x de y est noté d(x;y) et vaut :

dx;y)=lx-yl|

@Preuve
Distinguons deux cas :

Sixz=yalorsd(x;y)=x—yet|x—yl=\/(x—y)2=x—y puisque x—y =0.
On vient donc de démontrer que si x =y alors d(x;y) =| x—y|

Siyzxalorsd(x;y)=y—-xet|x—yl=

V (x—y)2=—(x—y)=y—x puisque x—y <0.

On vient donc de démontrer que si y = x alors d(x;y) =l x—y|.

Par conséquent dans tous les cas on a d(x;y) =|x—y|.

Exercice 1. Un chien errant a été signalé sur une autoroute a moins de 3 km de la borne kilométrique 50, mais a plus de 5
km de la borne 54. On appelle x le réel qui repere la position du chien sur I'autoroute.

1. Traduire I'énoncé en utilisant des valeurs absolues.

2. Entre quelles bornes kilométriques de I'autoroute ce chien peut-il se trouver ?

III.2. Résolution d’équation

[ 4 Propriété 6. }

Soit x un réel et a=0 alors |x|=a<= x=+a

D. Zancanaro
zancanaro.math@gmail. com
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) Preuve

§ I'équation | x |= a qui équivaut a :

2 2

X¥zaesx"=a°"<=x=+a

-@’-Exemple :

Résoudre, dans R, les équations :

1. |2x]=1 2. |5-x|=2 3. |-7x+5|=3

III.3. Résolution d’inéquation

[ & Propriété 7. }

Soit x unréel et a=0 alors |x|ca<=-a<x<a

) Preuve
I'équation | x |< a qui équivaut & :

2

Vi<ae— P < —=*-ad*<0<= (x—a)(x+a) <0

On conclut en utilisant un tableau de signe.

-@’-Exemple :

Résoudre, dans R, les équations :

1. |2x|<6 2. |5-x|=7 3. |-7x+5|<8

[ & Propriété 8. j

Soit x un réel et a=0alors |x|=a<=x<—-aou x>a

) Preuve
I'équation | x |< a qui équivaut & :

2

Vitzae—= Pz =P -ad*20= (x—a)(x+a) =0

On conclut en utilisant un tableau de signe.

-@'—Exemple :
Résoudre, dans R, les équations :
1. |[2x|=4 2. |5-x|=5 3. |-7x+5|=-8
D. Zancanaro Lycée Jean Durand 8/ 10
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II1.4. Valeur absolue et suite convergente

Il est désormais possible de donner la définition mathématiques pour caractériser la convergence d'une suite vers un
réel €.
Observons le graphique suivant ol I'on a placé les premiers termes de la suite définie par :

3n+(-1"
Up=—"—
" 2n
-@'—Exemple :
. o e 3n+(-1)"
o Illustration avec la suite définie pour tout n =1 par u, = o
[ ]
1.6 1

g/'/ |./°
: S S T

|
1.4+ o |
|
[ . .
. 1 10 est le rang a partir duquel tous les termes
[
I . . . .
I de la suite sont dans la bande hachurée dépaisseur choisie
1.2+ |
|
[
|
|
[
|
1 % % % % % % | | % | | | | | | | | | | | | | %

'y
i T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
. . . 3
~ Le graphique permet de conjecturer que la suite (1) converge vers £ = >
~> lci on a choisi € =0.05 et on a trouvé que tous les termes de la suite (u,) sont dans I'intervalle ]11.45;1.55[ pour
n=10.
ce qui se traduit par :
Vn=10 alors £-0,05<u,<£+0,05

c'est-a-dire :
Vn=10 alors -0,06<u,—£<0,05<|u,—-£|<0,05

~» Si on avait choisi € =0.1, on aurait trouvé que pour N =5, tous les termes de la suite (u,) étaient dans l'intervalle
11.4;1.6[ pour n=5.

~> Si on avait choisi € = 0.04, on aurait trouvé que pour N =13, tous les termes de la suite (u,,) étaient dans I'intervalle
11.46;1.54[ pour n=13.

D’une maniére générale quelque soit la largeur de la bande €, il existe un rang N a partir duquel on a |u, —€|<¢
Cette propriété caractérise les suites convergentes :

Définition 8. }

Soit (u;) une suite.
La suite u converge vers un réel € si et seulement si quelque soit le nombre positif €, il existe un rang N a
partir duquel |u, —£€|<e€

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 9/10
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-@’-Exemple :
Soit (uy,) la suite définie par
Up =4+ —
. Il semble naturel de conjecturer que :
nl—i»IPoo4+ % =4

Démontrons le.

Soit € un nombre réel positif. Pour cela il s'agit de prouver qu'a partir d'un certain rang n (nous partons a sa

recherche) on a:
|u,—4|<e

On a:

<€

1 1
|up—4|l<e<—= —-€<u,—-4<e<— —-€<4+——-4<e<<— —-e€<—
n n

: . . : 1 . 1 )
Puisque n désigne un entier naturel on a toujours — >0 et donc on a toujours — > —¢, par conséquent :
n n

On passe a l'inverse :

<e<—>Sn=

SR
| =

. . 1 .
Nous venons de démontrer que pour tous les entiers supérieur & — alors | u,, —4 |<€ ce qui prouve donc que :
€

1
lim 4+—=4
n—+o0o n

Cette démonstration est délicate, prenons le temps de regarder quelques exemples :

. 1 , . ', s e
~> Si€=0,001 alors — = 1000, nous avons prouvé que pour tout entier n = 1000 |'écart entre u,, et 4 est inférieur

€
a 0,001. En effet :

1
u =4-——=3,999
1000 1000

. 1 . 'y
~~ Si €=0,00001 alors — = 100000, nous avons prouvé que pour tout entier n = 100000 |'écart entre u, et 4 est

€
inférieur a 0,00001. En effet :
=3,99999

Ur00000 =4 - 100000

D. Zancanaro Lycée Jean Durand
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