e» COURS ov )
EQUATION DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Il reste a trouver des exos sur :
~+ Faire une fiche sur Xcas (interprétations) et géogébra (représentations d'une famille de solution)
~ Présentation de la méthode d’Euler

~+ résistance des matériaux et sur circuit électronique (ordre 2)

1) Introduction

r—[ Définition 1. } \

Une équation différentielle (ED) est une équation ou I'inconnue est une fonction (et non un
nombre).

Résoudre une équation différentielle signifie donc déterminer toutes les fonctions qui satisfont
al’égalité.

On appelle ces fonctions les solutions de I'ED.

~¢"Exemples :
Il existe une grande variété d’équations différentielles. On se limitera dans ce cours aux exemples
basiques, tels que :

~ 3f'(x) +5f(x) = 18 notée généralement 3’ +5f = 18 pour alléger les notations, ou encore
/
3y +5y=18
~ 5y =2y =sin(1)
~ 3f"+5f —4f=18
~ —y"+16y ' +y=0
Plus généralement, on étudiera

~+ les ED linéaires du premier ordre du type
ay' + by =c(1)

ol a et b sont des constantes réelles (a # 0) et ¢ une fonction continue a valeurs réelles. On dit
que ces équations différentielles sont du premier ordre, car la fonction cherchée intervient par
sa dérivée premiere.

~+ les ED linéaires du second ordre du type
ay" +by' +cy=d(1)

ou a, b et ¢ sont des constantes réelles (a # 0) et ¢ une fonction continue a valeurs réelles. On
dit que ces équations différentielles sont du second ordre, car la fonction cherchée intervient par
sa dérivée premiere et sa dérivée seconde.
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Chapitre 1 wicky-math.fr.nf Equation différentielles Linéaires

“¢“Exemples :
Préciser les valeurs de a, b et c(x) dans les équations suivantes :
~ 3y +5y=18
~ 5y —2y=3x
~ ¥y =3y —sin(x) =0
~ YO = y(O+1=In(t) + x*

ED linéaire du premier ordre

Exemples

ﬁ Travail de I'éleve 1 : Menée ensemble a l'oral
Considérons I'ED

3y'+5y=18 (E)

1. Vérifier que la fonction h définie sur R par h(x) = 15—8 est une solution particuliere de cette ED.
Est-ce la seule?
2. Soit f une autre solution de I'ED (E) et g la fonction définie par g = f — h.
Quevaut3g’' +5g?
Déterminer alors une ED appelée (E() vérifiée par g.
On appelle cette équation l'équation homogene associée a (E).

Elle nous est utile car les ED considérées ici sont toutes linéaires, donc on retrouve a chaque fois le
méme raisonnement sur g

5
3. Vérifier que les fonctions g définies sur R par g(x) = ke™ 3" avec k € R sont solutions de (E)
On admet grdce a nos connaissances sur les fonctions usuelles que ce sont les seules.

4. Conclure sur ’ensemble des solutions de (E).
fg Travail de I’éléve 2 : Considérons 'ED

y' +2y=-5e"* (E)

ol y est une fonction inconnue de la variable réelle x, définie et dérivable sur R
1. Solution générale de 'équation homogene associée (E()
a. Déterminer I'équation différentielle homogene (E() associée a (E)
b
b. Vérifier que les fonctions g de la forme g(x) = ke ax, ou k € R sont solutions de (E).
On admet grdce a nos connaissances sur les fonctions usuelles que ce sont les seules.
2. Recherche d’une solution particuliere de (E)
Soit & la fonction définie sur R par k(x) = —axe " ol a est une constante.
Déterminer a pour que la fonction £ soit une solution de (E).
3. Solution générale de (E)
En reprenant le raisonnement de I'activité précédente, déterminer les solutions f de 'ED (E).
4. Conditions initiales
Déterminer la solution f de 'ED (E) vérifiant la condition initiale f(0) =1

2
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I1.2. Méthode de résolution

Elle se déroule en quatre étapes.

Recherche de la solution générale de I'équation homogene associée (E()

r—{ Définition 2. } \
Soit (E) 'ED

ay'+by=c(x) Vxel

On appelle équation homogene associée a (E) I’équation (Eg) :

ay' +by=0  Vxel

La solution générale de I’équation homogene (E() est alors constituée des fonctions g de la forme
_by
gx)=ke «

ou k est une constante.

Recherche d’'une solution particuliére de 'équation (E)

Pour vous, trois cas se présentent :
~+ Il'y aune solution constante évidente .
~ L'énoncé donne une fonction h et il suffit de vérifier qu’elle est bien solution de (E)

~ L'énoncé donne seulement la forme d'une fonction £ et il faut déterminer des coefficients pour que
h soit solution de I'équation (E).

Résolution de (E)

On applique le théoreme suivant :

[ & Théoreme 1. j

La solution générale d'une ED linéaire (E) est la somme de la solution générale de I'équation
homogene associée a (E) et d'une solution particuliére de (E).

Ainsi ici, la solution générale de (E)) est donc constituée des fonctions f de la forme:
_b
f(x)=ke «*+h(x)

Conditions initiales

Parmi les fonctions f solutions de (E), I'énoncé peut demander de déterminer la fonction f qui vérifie
une condition initiale du genre f(a) = f.
Il s’agit alors de déterminer la constante k telle que cette condition soit vérifiée.
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Exercices
Applications bétes et méchantes

gf Exercice 1 : Résoudre les ED suivantes :

~ 2y +3y=0 ~ 4y +5y=0 ~ 2y =3y=0

gf Exercice 2 : Pour chacune des ED suivantes, vérifier que la fonction £ est une solution de I'’équation
proposée, puis résoudre I'ED :

~ y'+2y=6; h(x)=3 ~ Y -y=x; hx)=-x-1 w2y +y=e; h(x):%ex

gf Exercice 3: On considere 'ED y'+3y=5
1. Déterminer le réel a pour que la fonction h définie sur R par i (x) = a soit une solution de 'ED
2. Résoudre I'ED.

62/7 Exercice 4 : Pour chacune des ED suivantes, déterminer la fonction f solution vérifiant la condition
initiale donnée :

~ ¥y =2y=0; f0)=2 ~ y'+y=0; f(-1)=3 ~ ¥ +2y=0; f(0)=2

62/7 Exercice 5: On considere 'ED (E):y +3y=3

1. Déterminer le réel a pour que la fonction / définie sur R par /(x) = a soit une solution particuliere
deI'ED (E)

2. Déterminer la solution générale g sur R de I’équation homogene associée a (E)
3. En déduire la solution générale sur R de I"’équation (E)

4. Déterminer I'unique solution de (E) vérifiant f(0) = -1

62/7 Exercice 6: On considere 'ED (E):5) —y=x
1. Vérifier que la fonction & définie sur R par h(x) = —x — 5 est une solution particuliere de (E)
2. Déterminer la solution générale g sur R de I’équation homogene associée a (E)
3. En déduire la solution générale sur R de I'équation (E)
4

. Déterminer I'unique solution de (E) vérifiant f(0) =1

gf Exercice 7 : On considere 'ED (E):y' —2y=—4t

1. Déterminer une solution particuliere & de (E) de la forme h(f) = at+p, ou a et f sont des constantes
réelles a déterminer.

2. Déterminer la solution générale g de I’équation homogene associée a (E).
3. En déduire la solution générale f sur R de I’équation (E)

4. Déterminer 'unique solution de (E) vérifiant f(0) =3
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gf Exercice 8 : On considére surRI'ED (E):2y' —y=—t*>+5¢

1. Déterminer une solution particuliere & de (E) de la forme h(¢) = At> +Bt+C, ot A, B et C sont trois
réels a déterminer

2. Déterminer la solution générale g de I’équation homogene associée a (E).
3. En déduire la solution générale f sur R de I'’équation (E)

4. Déterminer I'unique solution de (E) vérifiant f(-1) =5

gf Exercice 9: On considere surRI'ED (E):y'+ y =2cos(x)

1. Vérifier que la fonction h définie sur R par h(x) = (cos(x) + sin(x) est une solution particuliere de

(E).
2. Déterminer la solution générale g de I’équation homogene associée a (E).

3. En déduire la solution générale f sur R de 'équation (E)

4. Déterminer I'unique solution de (E) vérifiant f (g) =2

62/7 Exercice 10 : On considere sur RI'ED (E):y' — y = sin(x)
1
1. Vérifier que la fonction & définie sur R par h(x) = =3 (cos(x) +sin(x)) est une solution particuliére
de (E).
2. Déterminer la solution générale g de I’équation homogene associée a (E).

3. En déduire la solution générale f sur R de I’équation (E)
|
4. Déterminer I'unique solution de (E) vérifiant f (E) =1

II.3.b. Type CCF

62/7 Exercice 11 : On considere I'équation différentielle

B): y-y=e-2x
ol la fonction inconnue y, de la variable réelle x, est définie et dérivable sur R et y’ désigne sa fonction
dérivée.
1. Déterminer les solutions définies sur R de I’équation différentielle
(Eg): y' —y=0.
2. Soit g la fonction définie sur R par
g(x) =xe* +2x+2.

Démontrer que la fonction g est une solution particuliere de I’équation différentielle (E).
3. En déduire '’ensemble des solutions de I'’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'’équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale f(0) = 3.
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gf Exercice 12 : On considere I'équation différentielle

(B): y -3y=-¢e**
ol la fonction inconnue y, de la variable réelle x, est définie et dérivable sur R et y' désigne sa fonction
dérivée.

1. Déterminer les solutions définies sur R de I’équation différentielle

(Bo): y' -3y=0.

2. Soit & la fonction définie sur R par h(x) = —xe>*.
Démontrer que la fonction h est une solution particuliere de I’équation différentielle (E).
3. En déduire '’ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'’équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale f(0) = 1.

@7 Exercice 13 : Pour tester la résistance a la chaleur d'une plaque d’isolation phonique, on porte en la-
boratoire sa température a 100° C et on étudie I"évolution de sa température en fonction du temps t en
minutes. Soit 8(¢) la température en degrés Celsius de la plaque a I'instant ¢ exprimé en minutes.
La température ambiante du laboratoire est de 19°C et aprés 6 minutes, la température est redescendue
a 82°C. En exploitant ces données, on peut affirmer que la fonction 6 est solution de I’équation différen-
tielle :

y'(5)+0.042y() =0.798  (E)

ol y est la fonction inconnue, de variable ¢, définie et dérivable sur I'intervalle [0; +oo
PARTIEA: Premiere partie

1. Résoudre sur I'intervalle [0; +o0o[ ]’équation homogene associée a (E)

2. Trouver une solution particuliere de (E) constante du type h(f) = a ou a est un nombre réel a déter-
miner.

3. En déduire toutes les solutions de (E)
4. D’apres I'énoncé, donner 0(0) puis déterminer la solution 0 de I’équation (E) vérifiant cette condi-
tion initiale.
PARTIEB: Deuxieme partie

1. On admet que pour tout réel ¢ de I'intervalle [0; +oo[ :
0(r) =81e—-0.042¢+19

a. Tracer a I'écran de votre calculatrice la courbe % représentative de la fonction 6 pour 0 < ¢ <
150

b. Calculer la température de la plaque aprés 35 minutes.
Retrouver graphiquement ce résultat a I’aide de la courbe % obtenue sur la calculatrice.

c. Calculer la fonction dérivée 6’
En déduire le sens de variation de 0 sur [0; +oo|

d. Calculer le temps a partir duquel la température de la plaque est inférieur a 30°C .
Retrouver graphiquement ce résultat a ’aide de la courbe % obtenue sur la calculatrice.

e. Déterminer tlil}l 0(t) et interpréter ce résultat.
—+00

C. Aupérin Lycée Jules Fil 6/17
c.auperin@wicky-math. fr.nf 2CRSA - 2014-2015


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:c.auperin@wicky-math.fr.nf

Chapitre 1 wicky-math.fr.nf Equation différentielles Linéaires

4 Travail de I'éleve 3 : Méthode d'Euler

Tres peu d’équations différentielles sont résolubles par calculs.

Cependant, lorsque l'on est stir qu'il existe une solution unique a une ED satisfaisant des conditions initiales,
on peut utiliser la méthode d’Euler pour en déterminer une valeurs approchées. Cette méthode repose sur
l'approximation d’'une fonction par ses tangentes successives. Je m’explique sur un exemple.

¥ +2xy=0

y(0) =1

Pour diverses raisons, j’affirme a Leonhard que cette ED admet une unique solution, que j'appelle f. Donc
Pourtout x€R, f'+2xf =0 < | f' = -2xf et fo)=1

Leonhard ne sait pas résoudre cette ED, mais il est curieux et se demande a quoi peut bien ressembler sa
courbe représentative ¢.

Considérons le systeme différentielle {

1. Tous ensembles, avec image Géogébra vidéo-projetée

a. Leonhard sait déja que la courbe ¢ passe parle point  |A(..,...)

Afficher A dans Géogébra

b. Il a ensuite 'idée ingénieuse de se dire qu’aux environs du point A, la courbe est proche de sa
tangente en ce point. Il cherche donc a déterminer son équation.
Leonhard se rappelle I'équation de la tangente a une courbe au point d’abscisse a, bien connue
de tous:

Tg o .. E

c. Ainsiau point A, la tangente a la courbe a pour équation :

d. Leonhard utilise alors I'ED donnée pour trouver une expression plus explicite.
Il sait que f(0) = ... Etque f'(0) = -2 x ... X o =
Il en déduit donc plus précisément I’équation de la tangente considérée :

Afficher cette tangente sur [0, 1] dans Géogébra

e. Puisque la courbe ¢ est proche de cette tangente aux environs de A, Leonhard se dit que
I'équation de la courbe ¢ est presque celle de cette tangente sur I'intervalle [0, 1], donc que

Vxe0,1] f(x)=..

Il en déduit que fa)=.. et donc que la courbe passe presque par le point  B(1,...)
Afficher B dans Géogébra

f. Leonhard recommence alors le processus précédent au point d’abscisse 1.

Il sait que
Ty @ = reeerees
Or il a établit que f(1) =~ ... Etdonc f'(1) = -2 x ..... X . S
Il en déduit alors plus précisément I’équation de la tangente considérée :
T, .. = e
C. Aupérin Lycée Jules Fil 7117
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Afficher cette tangente sur [1,2] dans Géogébra

2. Avousde jouer!

a. Leonhard pourrait continuer ce processus, mais il pense qu’il n’a pas été assez précis.
Il reprend donc la méthode précédente, mais décide de ne tracer la premiére tangente que sur
[0,0.5].
Placer le point A dans le repére donné et tracer T sur [0, 0.5]

b. Leonhard recommence alors sa démarche précédente. Il se dit que 'équation de la courbe ¢y
est presque celle de cette tangente sur I'intervalle [0,0.5], donc que

Vxe[0,05] f(x)=..

Il en déduit que f(0.5) = ... etdonc que la courbe passe presque par le point  C(0.5,...)
Placer C

c. Leonhard sait donc que

T().5 T oeeeees = ecereene
Or il a établit que f(0.5) = ... Etdonc f'(0.5) = -2 x ... X . = ...
Il en déduit

T, ... = e

Tracer la tangente considérée sur [0.5,1].

d. Leonhard obtient donc
Vxe€[0.5,1] f(x)=..

STOP PROF

e. Puis Leonhard recommence la démarche précédente sur [1,1.5].

Tyt e = e
Or f(1) = ... Et f'(1) = -2 x ... X o, = ...
Ainsi

T. . = e

Tracer la tangente considérée sur [1,1.5].
Et donc
Vxel[0.51] f(x)=..

STOP PROF

f. Réitérer cette démarche sur [1.5,2]

STOP PROF

Afficher ensuite dans Géogébra la solution avec un pas de 0.5, puis de 0.25, puis la vraie solution et enfin
avec un pas de 0.125, tout en commentant.
Il existe une autre superbe illustration ici : yallouz.arie.free.fr/terminale_cours/euler/euler.php
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lll) Avec un logiciel

III.1. Sous

Xcas

Fich Edit Cfg Aide Outils Expression Cmds Prg Graphe Geo Tableur Phys Scolaire Tortue

Sans_nom |
"7 | sauver] Config : exactreal RAD 12 xcas 16.379M | stop | kbdi X
Edesolve(y'wzz*e:ﬁp(—x}}
c_0Fexp(=x)+ 2 x*exp(=x) M|
|gn‘esolve([y'+y:2*exp(—x},y(Er.E)ES}:E)],y} -
=0.05*exp(=x)+ 2*x*exp(=x) M i
|§ desolve(y'+2y=-5%exp(-2x)) |
¢_OFexp(=2*x)=5%*x*exp(=2*x) M
|ﬂdesolue([y'+2y:-5*exp(-2x}.y(B}:I].y} -
exp(-2*x)=5*x* exp(-2¥x) M|
5| desolve([y'+2x*y=0,y(0)=1],y)
2 —
expl=x") M |
l6| desolve([y'+2xy=0,y(0)=1],y)
=2¥xFay+ 1 M|
|I desolve(y'+2*x*y=0)
2 -
c_Fexpi=x") M|

X ¥ ! " 1 O 5 0o n inv_ | + 7 8 9 esc X

z t = iliailieaEd i sqrt | > | - | - 4 5 6 b7 cmds
~|=>|factoris] a | [ |a] sin [a] cos [a]| tan = * 1 2 3 ctrl ed

— - coller abc
simplifi| prgt | lim | 3 In_ | exp [ loglo 10~ 0 . E = 4

§

$

La premiere ligne résout I'équation différentielle (E): y' + y = 2e™*

Les solutions de cette ED sont les fonctions du type f(x) = coe” ¥ +2xe”

On reconnait facilement une solution particuliére de (E) a savoir h(x) =2xe”

Ainsi que la solution générale de I'équation homogene (Eq : ' + y = 0 associée a (E), a savoir g(x) =
—-X

Cpe

X

X

La deuxiéme ligne résout encore (E) mais avec la condition initiale y(0,025) = 0.
Elle trouve donc f(x) = —0,05¢™* + 2xe”*. On reconnait facilement ¢, = —0, 05.
Remarquez que cette fois, le logiciel a besoin que I'on délimite le systeme entre crochets et que I'on

précise I'inconnue ensuite.

Si vous I'oubliez, le logiciel ne trouve aucune solution.
La troisieme ligne résout I'équation différentielle (E) : y/ + 2y = —5e™>*

La quatrieme ligne résout encore (E) mais avec la condition initiale y(0) = 1.
¥ +2xy=0
y0)=1

Dans la sixieme ligne, le logiciel ne résout pas le méme systéme. L'absence du signe x entre le x et
le y lui fait considérer xy comme un seul nom de variable.

La cinquieme ligne résout le systeme {

La derniére ligne résout 'ED y' +2xy = 0. Une solution particuliére est donc h(x) = 0.
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[I1.2. Avec Géogébra

Voici la représentation graphique de plusieurs solutions a I'équation différentielle y' +2xy = 0.

Fichier Editer Affichage Dispositions Options Outils Fenétre Aide

A3

\%

i v 7

ABC

i

<

Deplacer

Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctrl) (Raccourci=Esc)

g

Algebre » O x

:|Graphigue

|Aide Saisie

= Objets libres
Ja=0 3
Ohjets déper:

3

+ Algébre

= Calculs & Fonctions
Asymptote
CercleOsculateur
Coefficients
Courbe
Courbelmplicite
Courbure
Degré
Dénominateur
Dérivés
ElémentsSimples
Extremum
Facteurs
Fonction
Intégrale
IntégraleDomaine
Intersection
Itération
ltérationliste
LimDroite —
LimGauche
Limite
Mumerateur
ParamétreChemin
Pointinflexion
Polynéme
PaolynémeTaylor
Racine
RacineComplexe
Racineliste
Racines
RésolEquaDiff =

ResolEquaDiff[ <f'{x, y)=, <xinitial=, <y =
initial=, <x final=, <pas= ]

RésolEquaDbiff| <y'=, =x'=, =xinitial=,
<y initial=, =xfinal=, <pas=> ]

RésolEquaDbiff[ <blx)>, <clx)>, <flx)>,
<) initial=, <y initial=, <y’
initial=, = final=, =pas=> |

[4]

: 1] [ #]
[« il [ ._| | Coller Afficher Aide en Ligne | =
Saisie:| 3‘ =

Créer un curseur a.

Dans l'aide Saisie a droite, on va dans « Calculs & Fonctions » et on choisit « RésolEquaDiff »

Dans la ligne de Saisie écrire alors RésolEquaDiff[-2x*y,0,a,10,0.1]

Cliquer droit sur la courbe qui s’affiche et activer la trace.
Bouger le curseur.

Les solutions des systemes

C. Aupérin
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ED linéaire du second ordre

Exemples

ﬁ Travail de I'éleve 4 : Menée ensemble a l'oral
Considérons 'ED

5" +17y'=12y=1 (E)

1
1. Vérifier que y(x) = T est une solution particuliére de cette ED. On note f cette solution.

Est-ce la seule?
2. Soit g une autre solution de 'ED (E) et & la fonction définie par h = f — g.
Que vaut5h” +17h' —12h?
Déterminer alors une ED appelée (E() vérifiée par h.
On appelle cette équation l'équation homogene associée a (E).
Elle nous est utile car les ED considérées ici sont toutes linéaires, donc on retrouve a chaque fois le
meéme raisonnement sur h

3. Résoudre alors I'équation du second degré
5r+17r—12=0

On appelle cette équation l'équation caractéristique associée a (Ey)

4. Vérifier que les fonctions h définies sur R par h(x) = C;e"* + Cpe"?*, avec C; et C, deux constantes
réelles, et r; et r, les solutions trouvées a la question précédentes, sont solutions de (Eg)
On admet grdce a nos connaissances sur les fonctions usuelles que ce sont les seules.

5. Conclure sur ’ensemble des solutions de (E).

ﬁ Travail de I'éléve 5 : Menée ensemble a l'oral
Considérons 'ED
9y"-6y'+y=5 (E)
1. Déterminer une solution constante particuliére de cette ED. On note f cette solution.

2. Déterminer I'équation différentielle homogene (Ey) associée a (E), puis son équation caractéris-
tique.

3. Résoudre cette équation caractéristique.

4. Vérifier que les fonctions h définies sur R par h(x) = (C1x + Cy)e"* avec C; et C, deux constantes
réelles et r la solution de I'’équation caractéristique de la question précédente, sont solutions de
(Eo)

On admet grdce a nos connaissances sur les fonctions usuelles que ce sont les seules.

5. Conclure sur ’ensemble des solutions de (E).

fg Travail de I'éleve 6 : Une entreprise étudie en laboratoire les propriétés vibratoires d'un nouveau
matériau. Une barre de ce matériau est tenue horizontalement a une extrémité ; a I’autre extrémité elle
est soumise a une force dirigée vers le bas et d'intensité variable. On considere, dans le repere indiqué sur
la figure ci-dessous, I'ordonnée y(t) de I'’extrémité libre, en fonction du temps ¢.
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L'étude du systeme mécanique conduit a considérer I’équation différentielle (E) :

y"+4y' +104y=-10,1e”’

ol y est une fonction de la variable réelle r, définie et deux fois dérivable sur [0 ; +ool, ¥’ sa fonction
dérivée et y" sa fonction dérivée seconde.

1. Solution générale de 'équation homogene associée (E()
a. Déterminer I'’équation homogene (E) associée a (E)

b. Montrer que les solutions complexes de I'équation r* +4r + 104 =0 sont r; = —2+ 10i et rp =
-2 -10i.

c. Vérifier que les fonctions f de la forme
f(x) = (Cy cos(10x) + Cp8in(10x)) e~

ou C;, C, sont des constantes réelles, sont solutions de (Eg).
On admet grdce a nos connaissances sur les fonctions usuelles que ce sont les seules.

2. Recherche d’'une solution particulere de (E)
Montrer que la fonction &, définie sur [0 ; +oo[ par h(f) = -0, le !, est une solution de I’équation
différentielle (E).

3. Solution générale de (E)
En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Conditios initiales
Montrer que la solution f de I'équation différentielle (E) définie sur [0 ; +ool par :

f(©)=-0,1[e~" —cos(10)e *]

vérifie les conditions initiales f(0) =0 et f'(0) = -0, 1.

Il reste a représenter a ’aide d’'un logiciel la famille des courbes représentatives des slutions d’'une
équation différentielle.
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IV.2. Méthode de résolution

Elle se déroule en quatre étapes, selon le méme plan que pour les ED du premier ordre.

Recherche de la solution générale de I'équation homogene associée (E()

f—[ Définition 3. } \
Soit (E) 'ED

ay"+by +cy=d(x) Vxel

On appelle équation homogene associée a (E) I’équation (Eg) :

ay"+by' +cy=0  Vxel

On résout dans C I’équation caractéristique du second degré :
ar>+br+c=0

On calcule le discriminant A. Trois cas se présentent alors :

~ Si A >0, ’équation caractéristique a deux racines réelles r; et r».
La solutions générale de I'équation homogene (E) est alors constituée des fonctions f de la forme:

f(x) =Cre™* +Cpe™”

~+ Si A =0, ’équation caractéristique a une racine réelles double r.
La solutions générale de 'équation homogene (E) est alors constituée des fonctions f de la forme:

f(x)=(Cyix+Cpe™

~+ Si A <0, ’équation caractéristique a deux racines complexes conjugués r; = o+ if et r, =« — if.
La solutions générale de I'équation homogene (E) est alors constituée des fonctions f de la forme:

f(x) = (C; cos(Bx) + Csin(Bx))e**

Recherche d’une solution particuliere de 'équation (E)

Comme pour les ED d’ordre 1

Résolution de (E)

Comme pour les ED d’ordre 1

Conditions initiales

Comme pour les ED d’ordre 1 sauf qu’ici il y a deux constantes a déterminer C; et C, et donc qu’ily a
deux conditions initiales vérifiées par la solution particuliére fj, ce qui entraine un systéme a résoudre.
Ainsi, on sera tenté de vous demander simplement de vérifier que des conditions initiales sont remplies
par une fonction fy donnée, solution de (E)
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Applications bétes et méchantes

gf Exercice 14 : Résoudre dans R les équations suivantes :
~ y'+2y'-3y=0
~ 4y"—4y'+y=0
~ 4y"+4y' +y=0
~ 9y"+y=0
~ 9y"—6y'=0

# Exercice 15 : On consideére 'ED (E): y" +4y' -5y =10

1. Résoudre dans C I'équation x*> +3x+2=0
En déduire la solution générale de I'équation homogene associée a (E).
Déterminer une solution particuliére constante de (E).

En déduire la solution générale sur R de I'équation (E).

AN\

Déterminer 'unique solution de (E) vérifiant y(0) = 4 et y'(0) = 0

gf Exercice 16 : Résoudre dans R les équations suivantes avec les conditions initiales données
~ Yy =2y -3y=5y@d)=1lety'(0)=1
~ y'+6y +10y=4, y(2) =3 et y'(0) = -1
~ y'+4y=0,y0)=1 ety(g) =3

# Exercice 17 : On consideére 'ED (E): y" +3y' +2y=31+7
1. Résoudre dans C I'équation x* +3x+2=0
2. En déduire la solution générale de 'équation homogene associée a (E).

3. Déterminer une solution particuliere u de (E) de laforme u(f) = at+f, ou « et f sont des constantes
réelles a déterminer.

4. En déduire la solution générale sur R de I'’équation (E).

# Exercice 18 : On considére 'ED (E): y" +4y'+5y =10t -2
1. Résoudre dans C I'équation x* +4x+5=0
2. En déduire la solution générale de I’équation homogene associée a (E).

3. Déterminer une solution particuliere u de (E) de laforme u(f) = at+f, ou « et f sont des constantes
réelles a déterminer.

4. En déduire la solution générale sur R de I'’équation (E).

5. Déterminer 'unique solution de (E) vérifiant y(0) =1 et y'(0) = 1

# Exercice 19 : On considére 'ED (B):2y" -5y’ =3y = —31* 101 +4
1. Résoudre dans C I'équation x* +3x+2=0

2. En déduire la solution générale de 'équation homogene associée a (E).
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3. Montrer que la fonction carré est une solution particuliere de (E)
4. En déduire la solution générale sur R de I'’équation (E).

5. Déterminer 'unique solution de (E) vérifiant y(0) =0 et y'(0) = —1

# Exercice 20 : On considére 'ED (E) : y" +4y' = sin(z)
1. Déterminer la solution générale de I'équation homogene associée a (E).
1
2. Montrer que la fonction u définie sur R par u(f) = 3 sin(#) est une solution particuliere de (E)

3. En déduire la solution générale sur R de 'équation (E).

IV.4. Type CCF

6;7 Exercice 21 : A. Résolution d'une équation différentielle

On considere I’équation différentielle

X

B): y"+2y +y=2e7%,
ol y est une fonction inconnue de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y' la fonction

dérivée de y et y” sa fonction dérivée seconde.

1. a. Résoudre dans R1'équation r* +2r +1=0.

b. En déduire les solutions définies sur R de I'équation différentielle
Eo): y'+2y' +y=0.

2. Cette question est un questionnaire a choix multiples. Une seule réponse est exacte. Recopier sur la co-
pie la réponse qui vous paralt exacte. On ne demande aucune justification. La réponse juste rapporte
un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni n'enléve de point.

Une solution de I'’équation différentielle (E) est donnée par la fonction définie sur R par I'’expression
ci-dessous.

glx)=2e"* h(x) = x*e™ k(x) =2xe™™

Les dérivées premiere et seconde de ces fonctions sont données ci-dessous (ces calculs sont exacts).

g'(x)=-2e" B (x) = (2x—x*)e”™ K'(x)=@2-2xe™"
g'(x)=2e"" R (x) = (x* —4x+2)e™" k"(x) = (-4+2x)e™"

3. En déduire les solutions de I’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution (de J’équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales f(0) = —1
et f/(0) =1.

Exercice 22 : On étudie le mouvement d’'une masse fixée a I’extrémité d’un ressort soumis a un mou-
vement fluide, dans le cas d'un mouvement entretenu.
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s

FIGURE 1 -

On considére, dans le repere indiqué sur la figure 1, I'allongement horizontal y(x) du ressort en fonc-
tion du temps x.

L'étude du systéme mécanique conduit a considérer I’équation différentielle (E) :

y'+3y +2y=e"%, (E)
ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur [0 ; +ool, ' sa fonction
dérivée et y" sa fonction dérivée seconde.
1. a. Résoudre dans R I'équation: r*+3r+2=0.

b. En déduire les solutions définies sur [0 ; +oo[ de I’équation différentielle (E’) :

¥ +3y'+2y=0, (E")

2. Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = —xe >*. Un logiciel de calcul formel fournit I'ex-
pression de la dérivée et de la dérivée seconde sur l'intervalle [0 ; +oo[ de g sous la forme g'(x) =
Rx—1e > etg"(x) = (4—4x)e .

Ces résultats sont admis et ne sont donc pas a démontrer.
Montrer que la fonction g est une solution de I’équation différentielle (E).

3. En déduire les solutions de I’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) vérifiant les conditions initiales f(0) = 0,5
et f'(0) = —2.

62/7 Exercice 23 : On considere I’équation différentielle (E) : y” —3y' +2y = —2e* +6 ol y est une fonction
inconnue de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y' la fonction dérivée de y et y" sa
fonction dérivée seconde.

1. a. Résoudre dans RI'équation: r>—3r+2=0.

b. En déduire les solutions définies sur R de 'équation différentielle :

(Eo): y' -3y +2y=0.

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2xe™ + 3.

a. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte
ni n'enleve de point.
La fonction dérivée g’ de la fonction g est définie sur R par :
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g'(x) =2¢" g'(x) =2xe" g'(x) = (2x+2)e"

b. Démontrer que la fonction g est une solution particuliere de I’équation différentielle (E).
3. En déduire 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de ’équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales f(0) =2
et f/(0) =1.

62/7 Exercice 24 : On considere I'équation différentielle

B): y'-2y +y=28e".

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y' la fonction dérivée
de y et y" sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer les solutions définies sur R de I'équation différentielle

Eo): ¥y' -2y +y=0.
2. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = 4x%e”.
Démontrer que la fonction h est une solution particuliére de I'’équation différentielle (E).
3. En déduire '’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales f(0) = —4
et f'(0) = —4.

gf Exercice 25 : On considere I'équation différentielle

B : y'+2y -3y=-4e",

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R, y’ la fonction dérivée de y et y”
sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer les solutions définies sur R de I’équation différentielle

(Eo):y"+2y'-3y=0.

2. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = —xe™.

Démontrer que la fonction h est une solution particuliere de I’équation différentielle (E).
3. En déduire 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'’équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales f(0) =2
et f'(0) =1.

gf Exercice 26 : Trouver des TP sur la résistance des matériaux et les circuit électronique
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