¢» LOI DE PROBABILITE - DISCRETE ET CONTINUE. ae
FICHE RESUME

I. Loi binomiale
Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres n et p,lorsque X compte les succes lors de n répéti-

tions indépendantes d'une épreuve de Bernoulli de parameétre p. On note X — A(n, p).

Danscecas, EX)=npetoX)=+y/np(l-p),enfin pX=k) = (E)pk(l -pk

II. Loi Uniforme

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur 'intervalle [a, b] si et seulement si elle admet pour densité la
fonction constante f définie sur [a, b] par

1
X)=——
fx) b—a
En particulier si I = [c, d] est un intervalle contenu dans [a, b] on a :

d 1 d—
—dt=
b—a b—a

(9

plc=X=s d):f

c

+b
OnnoteX— U(a,b);onaEX) = a

I1l. Loi Exponentielle

Une variable aléatoire T suit une loi exponentielle de parametre A > 0 sur 'intervalle [0; +oo] si et seulement si elle
admet pour densité la fonction f définie sur [0, +oo[ par

fx)=re M

En particuliersia>0ona:

a
p(Tsa):f NeMdr=1-e? et pTza)=1-pT<a)=e
0

Enfin E(T) = lim fx)\te‘“dt -1
x—+o0 J A

Une loi exponentielle modélise la durée de vie d'un phénomene sans mémoire, ou sans vieillissement, ou sans
usure : la probabilité que le phénomene dure au moins s + t heures sachant qu’il a déja duré t heures serala méme que
la probabilité de durer s heures a partir de sa mise en fonction initiale. En d’autres termes, le fait que le phénomene
ait duré pendant t heures ne change rien a son espérance de vie a partir du temps t. Mathématiques cela se traduit
par:

pr=:T=zt+s)=pT=s)
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IV. Loi Normale

En théorie des probabilités et en statistique, la loi normale est I'une des lois de probabilité les plus adaptées pour
modéliser des phénomenes naturels issus de plusieurs événements aléatoires.

Une variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite si et seulement si elle admet pour densité la fonction
f définie sur ] — oo, +o0[ par

[N}

~ Ven

La courbe de cette densité est appelée courbe de Gauss ou courbe en cloche, entre autres. C’est la représentation
la plus connue de cette loi.

OnaEX)=0etoX)=1etonnoteX — .4(0;1).

Quelque soit I'intervalle I = [a,b] de Ron a:

plasX=sbh)= Zdx

x2
f v 211
probabilité que I'on détermine a I'aide de la calculatrice.

1
De plus, comme pX=<0)=pX=0) = 2 (symétrie de la courbe), si o > 0 alors

1
p(X<0():p(X50)+p(05Xsa):E+p(OsXsa)

R

| @ Théoremel. |

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite .4 (0;1). Pour tout réel a €]0; 1[, il existe
un unique réel positif u, tel que :
pl—ug=X=uy)=1-a
On retiendra les deux valeurs suivantes :
— Sia=0,05alors p(—1,96 <X <1,96) = 0,95
— Sia=0,01alors p(—2,58 <X <2,58) =0,99

Le lien entre les histogrammes de la loi binomiale et la courbe de Gauss est donné par le théoréme suivant :

[ %% Théoreme 2. (Théoréeme De Moivre-Laplace)}

X —
Sila variable X;, — #(n, p) alors la variable Z,, = % converge en loi vers une loi normale centrée
npll—-p
2
et réduite .47(0,1) i.e hm p(a <Zp<b)= f —e‘T dx.

Dans la pratique, on estime que quand X suit une loi #(n, p) avec n = 30, np =5 et n(1—p) = 5 on peut approximer
X—-np

vupl-p)
Si X — %(50,0.2) alors

(15 <X <30) = 15—10<X—10<30—10)_ (1<X_10<1)~fl 1 e‘%dwoz
plio=as P V400 V400 /400 Pla= V400 0.25 V21 ’
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V. Intervalle de fluctuation Asymptotique et intervalle de confiance

V.1. Intervalle de fluctuation asymptotique

Exposé du probléeme : On considére une expérience aléatoire a deux issues possibles (succes ou échec) dont on
connait la probabilité de succes p.

Si on réalise cette expérience n fois, en notant X,, la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de succes, la

proportion de succés est donné par F, = —.
n

7 P N
[ 4% Théoreme 3. ]

Lintervalle I,, = | p — uy contient F,, avec une probabilité qui se rapproche

\/p(l—p),pm vpU-p)
vno © Vn

de 1 — a lorsque n augmente.

— On dit alors que « est le risque et [, est un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1 —a.

— Pour un risque de o = 5% l'intervalle de fluctuation I, vaut :

vpld— v pld-—
p_l,%u;ml,%u
Vn Vn

— Pour un risque de o = 1% l'intervalle de fluctuation I,, vaut :

VPU=P), |, o VPOP)
v o U vn

p—2,58 2

— Dans la pratigue on utilise un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1 — a lorsque n = 30,
np=5etn(l-p)=5.

Exemple : L'entreprise A annonce que le pourcentage de moteurs défectueux dans la production est égal a 1%.
Afin de vérifier cette affirmation 800 moteurs sont prélevés au hasard. On constate que 15 moteurs sont détectés
défectueux. Le résultat de ce test remet-il en question 'annonce de I'entreprise A ? Justifier. On pourra s’aider d'un
intervalle de fluctuation.

Solution : Pour une proportion p et un échantillon de taille 7, I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de

95% est:
CLeg¥Pl-p) o Vp(-p)
p ) \/ﬁ )p ) \/ﬁ

sous les trois conditions : n =30, np=5et n(l—-p) =5.

L'échantillon de I'enquéte est de taille n = 800 et 'entreprise annonce que le pourcentage de moteurs défectueux
est égala 1% donc p =0,01.

Regardons si les trois conditions sont vérifiées :
n=800=30,np=800x0,01=8=5etn(l-p)=800x0,99=792=5.

1v/0,01(1-0,01) \/0,01(1—0,01)

Lintervalleest: 1= [{0,01-1,96 ;0,01+1,96 =~ [0,003;0,017].
v 800 v 800

15
On constate que 15 moteurs sont détectés défectueux sur 800, ce qui fait une proportion de 300 — 0,01875; or

0,01875 ¢ 1 donc le résultat de ce test remet en question ’annonce de I'entreprise A.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 3/5
zancanaro.math@gmail. com Tales _ 2013-2014


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

Révisions wicky-math.fr.nf Fiche Résumé

V.2. Intervalle de confiance

Exposé du probléeme : On considére une expérience aléatoire a deux issues possibles (succes ou échec) dont on
ne connait pas la probabilité de succes p.
Si on réalise cette expérience n fois, en notant X;, la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de succes, la

. Xn
proportion de succes est donné par F,, = —.
n

[ 4% Théoreme 4. ]

Lintervalle I,, = |F, contient p avec une probabilité qui se rapproche de 95% lorsque n

1 1
NN

augmente.
— Lintervalle I, est appelé intervalle de confiance pour p au niveau asymptotique 95%.

— Dans la pratique on utilise cet intervalle de confiance lorsque n =30, np =5 et n(1 - p) = 5.

Exemple : Lors d'un scrutin électoral, on souhaite connaitre la proportion p de francais votant pour le candidat
«A». Uninstitut de sondage mene une enquéte aupres de 1000 personnes tirées au hasard (compte tenu de la grandeur
de la population, on assimile ce tirage a un tirage avec remise). Le résultat estime qu'une proportion f =49% d’entre
elles voteront pour le candidat « A ».

Peut-on affirmer d’aprés 'enquéte que le candidat « A» n’aura pas la majorité des votes, c’est-a-dire que p < 0,5?

Solution : La condition n = 1000 = 30 est satisfaite, de plus np=5<= p=0,005et n(l1-p) =5 p<0,995. 11
semble raisonnable d’admettre que ces deux derniéres conditions sont vérifiées.

Lintervalle de confiance au niveau 95% pour I'estimation de p est donc:

1 1
- ——;0,49+
V1000 V1000

Ainsi nous pouvons affirmer que dans 95% des cas p est compris entre 0,458 et 0,522. Il ne parait donc pas raison-
nable d’affirmer suite a cette enquéte que le candidat « A» n’obtiendra pas la majorité des votes.

0,49 = [0,458;0,522]
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VI. La loi normale ./ (u;0%)

Soient un réel p et un réel strictement positif o. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi normale 4" (y; 62) si

X_
R A(0;1). T suit alors que EX) = p et 0(X) = 0.
o

et seulement si la variable aléatoire

[ 4 Propriété 1. j

Soit une variable aléatoire X qui suit la loi normale .4 (j, 0%).0na:
— P(u—o0=X<=p+0)=0.683
— P(H—-20=X=p+20)=0.954
— P(u—-30=X<p+30)=0.997

68% 99%

‘p—(lj ‘p | p+6 - H—20 1 H+20 p—30 K u+30

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 5/5
zancanaro.math@gmail. com T3les . 2013-2014


http://www.wicky-math.fr.nf
mailto:zancanaro.math@gmail.com

	Loi binomiale
	Loi Uniforme
	Loi Exponentielle
	Loi Normale
	Intervalle de fluctuation Asymptotique et intervalle de confiance
	Intervalle de fluctuation asymptotique
	Intervalle de confiance

	La loi normale N(; 2)

