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Lecon 11

Le produit Scalaire

Résumeé

Nous allons développer dans cette lecon une des grandes nouveautés de terminale : le lien entre algébre
et géométrie, deux domaines jusqu'ici étrangers. L'outil central sera le produit scalaire qui sera donc étudié
avec attention. Vous verrez I'an prochain qu'un « ensemble de vecteurs »dans lequel on peut définir un
produit scalaire est appelé espace euclidien.

I. Définition du produit scalaire et conséquences immédiates

I.1. Quelques rappels sur le produit scalaire dans le plan
r—[ Définition 1. } \

Soit (O;17, ) un repére orthonormal du plan.
On considére ii(x; y) et U(x’;¥) alors le produit scalaire entre #i et 7 est le nombre réel, noté ii- 7,
définit par :

i-v=xx"+yy

@7 Exercice 1 :

On considére un carré ABCD. Déterminer A_CEA_B puis AC-DB

>
Y
o]

Remarque : i L 1 <= #-7=0

D’'autres définitions équivalentes existent, on les rappelle ici :
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N e ~
[ &% Théoréme 1. ]

1. Lorsque ii#0 et 7#0 on a:

t-v=|lullllvllcos (&; D)

2. Lorsque fi#0 on a:

-

u-v=u-v'

ol v’ est le vecteur projeté de ¥ selon la direction de ii.

g// Exercice 2 :

En reprenant |'exercice précédent, recalculer les produits scalaires avec ces deux nouvelles techniques.

I.2. Définition analytique du produit scalaire (dans 'espace)

Dans tout ce chapitre, les bases ou repéres considérés sont orthonormés.
De plus, nous étendons les définitions et les propriétés du produit scalaire vus dans le plan a I'espace.

r—[ Définition 2.  (Produit scalaire dans I'Espace) } .

Soient ii et U de coordonnées respectives (x, ¥, z) et (x',)’,z') dans un repére orthonormé de |I'Espace.
On appelle produit scalaire de 7i et U que I'on note #- U le réel

i-v=xx'+yy +z7z

“( Exemple :
Avec 1(1;2;3) et U(4;5;6) on obtient :
U-V=1x4+2x5+3x6=4+10+18=32
Remarques :
~+ Cette définition est déroutante : elle dépend du choix d'un repére : y aurait-il un produit scalaire par

repére, ce qui pourrait s’avérer fort génant! Nous allons en fait nous assurer que cette définition en est
bien une, i.e qu'elle ne dépend pas du choix du repére. Tout d'abord, un petit dessin :

A

2/19
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Soit OM un représentant du vecteur . Nous pouvons calculer OM?, i.e le carré de la norme du vecteur
il en fonction de x, y et z.
D'aprés le théoréme de Pythagore : OM? = OM” + z2 et d'autre part, OM"? = x? + y*. Finalement on
obtient que OM? = x* + y? + z% = i - i = || l|%.
La longueur d'un vecteur ne dépend pas du repére, par conséquent le produit scalaire - @ non plus.

~> Intéressons-nous maintenant a

i+ D11* = (x+x)2+(y+Y) 2 +(2+2)* = X +2xx +x+ Y2 +2yy +y? + 22 +222 + 2% = X+ y* = il P+ 911> +2i0- D

Ceci montre que :

. a2 2 112
<o == (lla+ olI* = Nall” - 1ol

<

et ne dépend pas du repére choisit.

~> On notera, parfois,
T
u” = |lull

De méme, si A et B sont deux points on a :
AB-AB = ||AB|| = AB = AB

~> Si I'un des deux vecteurs #i ou U est nul alors le produit scalaire #i- 7 =0.
Attention : La réciproque est fausse, en effet soit 7i(1;2;0) et ¥(—2;1;0) alors :

u-r=-2+2=0
~+ Dans le cas ol les deux vecteurs #i et U sont colinéaires avec v=kiion a :

ﬁ-ﬁ:xkx+yky+zkz:k(x2+y2+zz) = k||i|?

I.3. Vecteurs orthogonaux

Nous allons maintenant aborder la notion qui a motivé l'introduction du produit scalaire en Terminale, a
savoir I'orthogonalité de deux vecteurs. Considérons la figure suivante :

C

v

A i B
Si (AB) L (BC) alors d'aprés le théoréme de Pythagore on a :
AB? +BC? = AC* > ||@ll* +11911* = ||i + II®
D’apreés la remarque précédente on a donc :

- - o2 -2 2
== (lla+olI”=lall”-1vlI°) =0

NI
DN —

Réciproque si #i- U =0, alors toujours d'aprés le méme résultat on a :

- =2 -2
1= =11zl

=112 S22 o o2
li+v [all” = 11D]I” =0 < lull” + [|D||” = ||u+ V]|
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La réciproque du théoréme de Pythagore assure alors que (AB) L (BC). Dans ce cas adoptons la notation
« naturelle »suivante ii L U, nous venons de démontrer le théoréme suivant :

[ &% Théoréme 2. ]

N
|_
=
N’
<
1
(=)

Remarque : Si un vecteur #i est orthogonal a tout autre vecteur, il est orthogonal en particulier a lui-méme,
par conséquent :
-ii=0e=>x+)*+2°=fe=>x=y=2=0=1=0

I.4. Autres caractérisations du produit scalaire

[ &% Théoréme 3. }

1.

-

1 1
o = 0 =2 e s I 2 = 0 =n® e =
i-v=—(lla+oll*-lal* -1l )ZE(IIuII +1BI1° - la - vl )ZZ(IIMH}II — |z - vl1)

2. Lorsque fi£0 et 1#0 on a :

t-v=|lullllvllcos (i; D)

3. Lorsque iiZ0 on a :
u-v=u-v

ol v’ est le vecteur projeté de ¥ selon la direction de ii.

'\@"Exemple :

On considére le cube ABCDEFGH d'aréte a. Calculer de plusieurs facons le produit scalaire AE-BG

AB AD AE H G
~+ Dans la base orthonormale |—;—;— ] on a: .
AB AD AE
HE(O;O; a) et B_G>(0; a; a), par conséquent : E“ L
—_— — s
AE-BG=ax (aV?2) xcosZ = a?
~ Avec le cosinus :
AE-BG = AExBGxcos (AE; BG) = a* 2x‘/7_ = a? Do C
~+ Avec le vecteur projeté : A 4
AE-BG =AE-AF = AE-AE = AE? = ¢°
D. Zancanaro Lycée Jean Durand 4/ 19
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/) Preuve

1.

2.3.

D. Zancanaro

On a démontré la premiére égalité lors d'une remarque, on s'y prend alors de la méme maniére pour
les deux autres.

Démontrons ces deux relations dans un cas particulier pour commencer.
Cas particulier : 7 = kii.
Supposons que @i et U soient deux vecteurs colinéaires i.e qu'il existe un réel k€ R* tel que :

v=ku

Ainsi :
D1 =1kl |zl

Par conséquent :
S g =112 > o
|1&l[11D1] cos (&; D) = |kl|Ell” cos (&; V)

Or, si k>0 alors cos(#; 7) =1 et donc |k|cos (#; V) = k.
et si k<0 alors cos(é; V) = —1 et donc |k|cos (&; D) = —k x (1) = k.
Ainsi dans tous les cas :

|k|cos (ii; D) = k = ||| ||| cos (ii; D) = k||@||> = ii- T d'aprés une remarque précédente

De plus, si @i et U sont colinéaires, alors v’ = v d'ou le résultat 3..
Cas général :
Supposons désormais que #i et U soient deux vecteurs non colinéaires, on va construire une base
orthonormée afin d'appliquer la définition du produit scalaire.
- u . : oz
Posons i = Tl (possible puisque # # 0.
7

.7 . . - > T 7
Soit j un vecteur coplanaire avec ii et U tel que (i;)) = > et H]H =1.

Enfin considérons k le vecteur orthogonal a 7 et j tel que (7; j; k) soit une base directe de I'espace.
On obtient la figure suivante :

Dans ce repére le vecteur i a pour coordonnée
(llall,0,0).

U a pour coordonnées (||| cos (ii; D), || D|| sin (&, 1), 0).
V' a pour coordonnées (||7||cos (i; D), 0,0).

On obtient alors, en utilisant la définition :

u-v=|lullllvllcos (u; v) k4
et R, - 9 > % >
u-v'=|lullllvllcos (&; v) z J 0
ce qui démontre 2. et 3.. /
v/ oo v
o
u
Lycée Jean Durand 5/19
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Il. Propriétés du produit scalaire

[ 4 Propriété 1. }

Pour tout vecteur i, U et i de |'espace et pour tout réel A on a :

1.
2.

3.
4.

Symétrie : i-UV=17-1
Bilinéarité(linéarité par rapport aux deux variables :)
) U+ - w (linéarité par rapport a la premiére variable)
+U-w (linéarité par rapport a la seconde variable)
)

<
<
+

Définie : fi-ii=0<ii=0

-

Positive : ti-1i=0

Remarque : On dit que le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

@ Preuve

Dans un repére orthonormal de I'espace, notons ii(x; y;z), v(x;y;2) et w(x";y";2")

1 a-v=xx'+yy +zzd =x'x+yy+7z=v-u

2.
- (+) = x(x'+x")+y(y'+y"+z2(Z +2") = xx' +xxX"+yy' +yy + 22 + 22" = xx'+yy' + 22 +xx"+yy + 27" = ii-v+i
(t+0)- w0 = (x+x)x"+(y+ YNy +(z+2) 2" = xx"+ X' "+ yy " +y Yy + 22" +2' 2 = xx"+yy"+ 22 + X X+ Yy + 2 2
i.e

(U+v)-w=u-v+u-w
AU =xAx"+ yAy' + 202 = Axx' + Ayy +AzZ =Aii - U= A(xx"+ yy' + 22)) = A(ii- D)
I-li=0=x*+)?+2°=0=x=0; y=0et z=0< =0
h-li=x*+y*+2°20
" Exemple :
A5 - AC.-5D = 6 - AC) -5 = G 5D
Exercice 3

On considére un tétraédre ABCD régulier d'aréte a. (chaque face est un triangle équilatéral de cété a)
Démontrer que deux arétes opposées sont orthogonales.

D. Zancanaro
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@Solutions :

Démontrons ce résultat pour les arétes AC et BD D
(compte tenu de la symétrie de la figure, cela suffira
a démontrer le résultat voulu).

—>‘—>: —>+—> .—>:——>.—>+—>.—>:_——>‘—>+—>‘—>
AC-BD = [AB + BC|-BD = AB-BD+BC-BD BA-BD+BC-BD

De plus :
BA-BD=BAxBD xcos— =a“—
3 2 C
Et , A
B_C)-ﬁ)):BCXBDxcosE:a— B
3 2
Ainsi :
N P2
AC-BD=—-—+—=0
2 2
Exercice 4 :

ABCDEFGH est un cube dont les sommets sont disposés comme sur la figure ci-dessous.
Les vecteurs AH et CE sont-ils orthogonaux ?

@Solutions :

AH-CE=AH|(CD+DE|=AH-CD+AH - DE

R < 5 (5. 7.5+ . F ¢

Or, les vecteurs AH et CD ont leurs directions conte- :
nus dans des plans orthogonaux, par conséquent : E : H

AH 1 CD <= AH-CD =0

De plus [AH] et [DE] sont les diagonales d'un carré

donc
(AH) L (DE) <= AH:DE
L. B C
Au fipal - AT
AH-CE = AH-CD+AH-DE=0+0=0 < AH L CE
A D
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Il1l.  Applications du produit scalaire dans |'espace

III.1. Equation cartésienne d’'un plan

Définition 3. }

Un vecteur normal 7 & un plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale a P.

Soit A un point d'un plan P et 7 un vecteur normal

aP.
On a, pour tout point M du plan P, i
AM-n=0 M
P . . , : A/
Réciproquement, si M est un point de |'espace tel que :
AM-7% =0, alors MeP On a donc le résultat suivant : P

[ 4 Propriété 2.  (Caractérisation d'un plan P) j

Le plan P qui passe par A et qui est orthogonal a 7 est I'ensemble des points M de I'espace tel que :

—

AM-7i=0

@/7 Exercice 5 :

Dans un repére orthonormal (O; veci,f, k) on donne A(1;2;3) et 7(1;—3;1). Trouver une équation du plan
P qui passe par A et qui est orthogonal a 7.

@Solutions :
Soit M(x;y;2) €P on a alors :

AM-7i=0< (x—-1)-3(y—-2)+(2-3) =0 x-3y+2z+2=0

P a donc pour équation

xX=-3y+z+2=0

L

[ & Théoréme 4. }

Dans un repére orthonormal (O;f,f, k), tout plan P admet une équation (dite cartésienne) de la
forme :

ax+by+cz+d=0

avec a, b, c réels non tous nuls et d réel.
De plus le vecteur 7i(a; b;c) est normal 3 P

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 8/ 19
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/) Preuve
Notons A(xo; Yo; zo) un point de P et #i(a; b;c) un vecteur normal a P, alors on a :

M(x;y;z)EP@mﬁ:O

a(x—xg)+b(y—yo)+clz—z9) =0 ax+by+cz—axo—bys—czp=0
En posant d = —axy— byy— czy on obtient le résultat désiré

Remarques :

~+ Notons que I'équation d'un plan n’est pas unique. En effet si P: x+y+2z=1 alors P a aussi pour équation
2x+2y+2z=2.

~> Quelques cas particuliers :
Le plan (Oxy) a pour équation z=0, en effet O(0;0;0) € (Oxy) et k(0;0;1) est normal a ce plan, ainsi :

61\71-%:04:»z=0

De la méme maniére les plans (Oxz) et (Oyz) ont respectivement pour équation y=0 et x =0.
Enfin le plan P passant par les points A(a;0;0), B(0; b;0) et C(0;0;c) a pour équation :

En effet cette équation est bien |'équation cartésienne d'un plan, de plus les coordonnées des points A, B
et C (qui ne sont pas alignés) vérifient bien cette équation, ce qui implique qu'il ne peut s'agir que du
plan (ABC).

Exercice 6
On donne les équations cartésiennes de deux plans :
P:x—4y+7=0
Q:x+2y—z+1=0

1. Montrer que ces plans sont sécants. On note d leur droite d'intersection.

2. Déterminer un vecteur directeur de d.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 9/ 19
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@Solutions :

1. Les plans P et Q sont soit sécants soit paralléles.
Le vecteur 7i(1;—4;0) est normal a P et le vecteur n'(1;2;—1) est normal a Q.
On a P//Q < i et n' sont deux vecteurs colinéaires. Existe-t-il un réel k tel que :

n=kn

Si c'était le cas on aurait k=1 et 2k = —4, ce qui est absurde, ainsi les vecteurs 7i et n’ ne sont pas
colinéaires, par conséquent les plans P et Q ne sont pas paralléles, P et Q sont donc sécants selon
une droite d.

2. SiM(x;y;2)€d, alors Me PNQ, par conséquent les coordonnées de M vérifient le systéme suivant :

{ x—4y+7=0
x+2y—-z+1=0

Posons y =t, il vient :

x=4t-7 x=4t-7
y:t — y:t
z2=41t-7+2t+1 Z2=61—-6

On a pu exprimer les coordonnées d'un tel point M en fonction d'un paramétre ¢, on dit qu'il s'agit
d’'une équation paramétrique de la droite d.

Pour t =0, alors A(—7;0;—6) est un point de la droite d. Considérons le vecteur i(4;1;6)

Le systéme ci-dessus se réécrit :

X+7=4t
y-0=t — AM=til
z—(—6) =6t

Ainsi i est colinéaire 3 AM, par conséquent i est un vecteur directeur de d.

o

[

Deux plans P et Q sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
Deux plans P et Q sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

¢ Théoréme 5. }

[ 4 Corollaire 1. ]

Soit deux plans P et Q d'équations
P:ax+by+cz+d=0 et Q:dx+by+cz+d =0

1. P//Q <= (a,b,c) et (a',b’,c') sont proportionnels.

2. PLQ<ad +bb +cc =0.

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 10/ 19
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@Preuve
§ 1. P//Q <> fi(a; b;c) = kn'(a'; b'; )

2.PlQeiilni-n=0=ad+bb +cc’ =0

@/7 Exercice 7 :

Quelle est I'équation générale d'un plan paralléle au plan (xOy)?

)Solutions :
Le plan (xOy) a pour équation z=0 et le plan P cherché a une équation du type :

ax+by+cz+d

D'aprés le corollaire précédent on sait que (a,b,c) et (0,0,1) sont proportionnels, donc a=0 et b=0, par
conséquent le plan P a une équation du type (avec ¢ #0) :

d
cz+d:O<:>z:—;

@7 Exercice 8 :

Quelle est I'équation générale d'un plan perpendiculaire au plan (xOy)?

) Solutions :
Soit P un tel plan avec 7i(a; b; c) un vecteur normal, il a donc une équation de la forme :

ax+by+cz+d=0
Mais (xOy) a pour équation z=0 et donc pour vecteur normal 1n'(0;0;1), donc d'apres le corollaire on a :

i-n'=0c0a+0b+c=0<>c=0

D’ou le plan P a une équation de la forme :

ax+by+d=0

D. Zancanaro Lycée Jean Durand 11/19
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III.2. Systémes et Intersection dans 'espace
III.2.a. Intersection d’'une droite et d’'un plan

Considérons un plan P d'équation
ax+by+cz+d=0

et une droite d dont on connaft une représentation paramétrique :

X=ot+Xo
y=Ppt+yo ou reR
zZ=Yt+2z

Il n'existe que trois possibilités :

1. la droite et le plan n'ont qu'un point commun, la droite et le plan sont dits sécants,

2. la droite est incluse dans le plan,

3. la droite et le plan n’ont aucun point commun.

.

P

C'est le premier cas qui nous intéresse, pour cela supposons que le vecteur normal 7i(a; b;c) au plan P et
le vecteur directeur Zi(a;P;y) ne sont pas orthogonaux (comme dans les cas deux et trois), ainsi P et d sont
sécants en un point A.

On cherche alors les coordonnées de A en résolvant I'équation suivante (d'inconnue t) :

alat+x9) +bPt+yo) +clyt+2z9) =0

i.e (en factorisant par t) :
tlac+bp+cy)=—x0—Yo— 20

Comme on a supposé 7i-ii #0, on peut diviser par ax+ bp + cy #0 et on obtient :

_ X0~ Yo~ %
ao+ bp +cy
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Finalement, en remplagant dans le systéme de représentation paramétrique de d, on trouve les coordonnées de

A. Mais obsevons sur un exemple....

@7 Exercice 9 :

x=t-1
Soit P:2x—z=0et d:{ y=-3¢t ol teR.
z=2

Déterminer les coordonnées du point A=Pnd.

) Solutions :
Soit 7(2;0;—1) un vecteur normal de P et i(1;—3;0) un vecteur directeur de d, assurons nous que le point

A existe :
n-u=2#0

Par conséquent A existe nous pouvons déterminer ces coordonnées, en résolvant |I'équation suivante :

20t-1)-2=0=2t-2-2=0<=1t=2

Ainsi, en remplacant dans le systéme paramétrique de d on obtient A(2—1;-3: times2;2) i.e A(1;—6;2).

I11.2.b. Intersection de deux droites

On donne deux droites d et d’ dont on connait les représentations paramétriques :

X =of+ Xg

d:q y=Bt+y ol teR
z=Yl+2z
x=ot' +x

d': y=p't' + 1 oureR
z=Y't'+ 7

d et d’ sont deux droites de |'espace. Il n'existe que deux possibilités :

1. il n'existe aucun plan contenant ces deux droites, elles sont dites non coplanaires,

d/

2. il existe un plan contenant ces deux droites, elles sont dites coplanaires (elles sont alors sécantes ou

paralléles dans ce plan).
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d/

) ///////d
P d P _—

deux droites sécantes deux droites paralléles

On résout alors le systéme (qui peut ne pas avoir de solutions) (d'inconnues ¢ et t') :

x=at+xp=0a't' +x,

Br+yo=p"t'+n
Yi+zo=Yt'+2

Exercice 10
On donne A(1;-1;0), B(0;-1;1), C(3;-2;0) et D(2;-3;3).
Etudier I'intersection des droites (AB) et (CD).

@Solutions :

E(—I;O;l) est un vecteur directeur de (AB) par conséquent la droite (AB) admet la représentation para-
métrique suivante :

x=-t+1
(AB):{ y=-1 telR
z=1

CD(=1;—1:3) est un vecteur directeur de (CD) par conséquent la droite (CD) admet la représentation
paramétrique suivante :

x=-1t'+3
CD):{ y=—¢-2 FeR
z=31
On résout le systéme :
—t+1=-1'+3 —t=-t'+2=1+2=3=>1r=-3
-1=-t'-2 =4 t'=-1
r=3t' r=3t'=-3

La troisiéme équation est compatible avec les deux premiéres, nous pouvons donc affirmer :
1. le systéme admet une solution, donc les droites ont une intersection non vide, elles sont coplanaires.

2. Le systéme admet une unique solution qui est le couple (#;¢") = (=3;—1) donc les droites sont sécantes
en un point A, dont on obtient les coordonnées en remplacant ¢ ou ¢’ dans I'une des représentations
paramétriques de d ou d’ :

A4;-1,-3)
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III.2.c. Intersection de deux plans

On considére deux plans sécants P et Q d’'équations cartésiennes respectives :
P:ax+by+cz+d=0  ou Q:dx+by+cz+d =0

P et Q sont deux plans de I'espace. Il n'existe que trois possibilités :

1. les plans ont un point commun et sont distincts, alors ils sont sécants suivant une droite passant par ce
point, (ainsi deux plans distincts qui ont deux points communs sont sécants suivant la droite définie par
ces deux points)

2. les plans sont confondus,

3. ils n’ont aucun point commun.

Q

Lorsque les deux plans sont sécants, on peut alors récupérer le systéme de représentation paramétrique de
la droite d'intersection en utilisant une des trois coordonnées comme paramétre et en résolvant le systéme.

@/7 Exercice 11

Donner une représentation paramétrique de la droite d définie, intersection des plans P et Q d’équations
respectives :

P:2x+y-2z-2=0 et Q:x+3y+7z-11=0
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@Solutions :

On peut (méme si I'énoncé de I'exercice suggére que la droite d existe) s'assurer que P et Q sont sécants.

7(2;1;—1) est un vecteur normal de P et n'(1;3;7) est un vecteur normal de Q, P et Q sont sécants si
et seulement si 7i et 1’ ne sont pas colinéaires, si cétait le cas, alors on aurait 7 = kn’, dans ce cas on
aurait :

2=k et1:3:k3k:%

ce qui absude, donc P et Q sont deux plans sécants.
Comme 2x+y—2z-2=0= y=2x+2z+2, ainsi :

xX+32x+2z2+2)+7z2-11=0<—=7x+10z2—-5=0<—2=-0,7x+0,5

Et du coup :
y=2x-0,7x+0,5+2=0,3x+2

En posant x = t, on obtient :

x=t
d:{ y=0,3t+2 teR
z=-0,7t+0,5
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III.2.d. Intersection de trois plans

On considére trois plans P, Q et R dont on connait une équation cartésienne :
P:ax+by+cz+d=0  ou Q:dx+by+c'z+d =0  ou R:a"x+b"y+c"z+d"=0

P, Q et R sont trois plans de I'espace, il existe diverses situations, en voici quelques-unes :
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Exercice 12
Déterminer |'intersection des plans P, Q et R avec :

P:2x+3y—-2z-2=0 ou Q:4x-3y+z-4=0 ou R:2x+12y-72-2=0

@Solutions :
Si M(x; y; z) appartient a l'intersection des trois plans alors x, y et z vérifient le systéme suivant :
2x+3y—-2z=2
4x-3y+z=4

2x+12y—-7z=2
De la deuxiéme équation on tire : z=4—4x+3y et en reportant dans les équations 1 et 3 on obtient :
{ 2x+3y—2(4—4x+3y) =2 cZ}{]Ox—3y—10:O
2x+12y—7(4—4x+3y) =2 30x-9y-30=0

On constate alors qu'il suffit de multiplier la premiére par 3 pour obtenir la deuxiéme, donc ces deux
équations se résument & une seule :

xX= > +1
~ 10”7
Posons alors y =10t (avec ¢ réel), d'ou :

x=3t+1 et z =18t

Ainsi, les solutions du systéme sont les triplets x, y, z tels que :

x=3t+1
y=10t telR
z=18t

Il s'agit de la représentation paramétrique de la droite Z(A; #) avec A(1;0;0) et ii(3;10;18).
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