¢» CORRECTION DEVOIR MAISON 14 &
RETOUR DE I’ARITHMETIQUE

Tout éléve en fera au moins pour 3 &.
Exercice 1. Nombres premiers (Y.

1. Démontrer I'égalité dite « égalité de Sophie Germain » :
nt+amt = (n2 +2m? + Zmn)(n2 +2m? —2mn)

Ona:
(n2 +2m? +2mn)(n2 +2m? —-2mn) = nt 2 m? —2mn® +2mnd +am® —amPnv2mnd® +2mPn-2mPn? = n* +4am*

2. En utilisant cette égalité, répondre aux questions (indépendantes) suivantes :

(a) Démontrer que le nombre p = 21794 1 723% est pas un nombre premier.

n=289772 1 723% = 4897 4 703% — 4 % 499 4 723 = 723% + 4 x (422"

D’apres I'égalité de Sophie Germain pour 7 = 723 et m = 4*** on obtient :
p=2179 1 7034 = 7034 4+ 4 x (4224)" = (7232 + 2 (4224)° 4 2 x 4224 x 723) (7232 + 2 (4224)% — 2 x (4224) x 723)

Les deux nombres constituant ce produit sont strictement supérieur a 1 par conséquent p n'est pas un
nombre premier puisqu’il admet au moins un diviseur différent de lui et de 1.

(b) Pour quelles valeurs de I'entier relatif n, n* +4 est-il premier ?
D’apres I'égalité de Sophie Germainon a:

n*+4= (n2+2+2n)(n2+2—2n)

Si n? + 4 est un nombre premier alors n? +2+2n=+1oun?+2—-2n=+1.
Or,n’*+2+2n=1<=n*+2n+1=0<= n+1)*=0=n=-1.

De méme n®+2+2n=-1< (n+1)>+1 = —1 ce qui n'est pas possible.
Deméme n’+2-2n=1< (n-1?=0<n=1.

Etenfin n?+2—-2n=-1<= (n—1)>+1= -1 ce qui n’est pas possible.
Nous venons de prouver que si n*+4 est premier alors n=1oun=-1.
Réciproquement si n = +1 alors n* + 4 = 5 qui est premier.

Conclusion :n* + 4 est premier si et seulement si 72 = +1.

Exercice 2. Nombre parfaits AN
Définition : Dire qu'un entier naturel n est parfait signifie que la somme de tous ses diviseurs positifs est égale a 2n.

1. Montrer que:

n . 1-— x'H'l
Vx#l, Y xt=
far 1-x
noo.
Indication : On pourra calculer (1 — x) Z xt.
i=0
noo.
-0 ' =0-00+x+x2%++x) = T4x+x2 + 4 x"—x—x? —x3 - ML=
i=0
Pour toutx # 1 on a donc:
n . 1- xn+1
4
X =
=0 1-x
2. Démontrer que 28 est un nombre parfait.
La liste des diviseurs positifs de 28 est :
Dog = {1;2;4;7;14;28}
Deplus1+2+4+7+14 =14+ 14 =28 donc 28 est un nombre parfait.
3. p désigne un nombre premier tel que g = 2P — 1 soit premier.
D. Zancanaro Lycée Jean Durand 1/5

zancanaro.math@gmail. com Tees _ 2013-2014 wicky-math.fr.nf


mailto:zancanaro.math@gmail.com
http://www.wicky-math.fr.nf

Révisions wicky-math.fr.nf Retour de I'arithmétique

(a) Déterminer les diviseurs positifs de 27 -1
La liste des diviseurs positifs de 27! est

Do ={1;2;2%;..;2P71)

(b) Déterminer les diviseurs positifs de 2P — 1.
On suppose que 2” — 1 est un nombre premier donc la liste des diviseurs premiers de 2” — 1 est :

Dop_1= {1;2P -1}

(c) Calculer la somme des diviseurs positifs de 'entier EP = 2P “1or_1.
Remarque : Les nombres E, sont appelés nombres d’Euclide.
La liste des diviseurs positifs de E, est :

D, =11;2;2%..52P7152P = 152 x 2P —13;2% x (2P = 13;2° x (2P = 1);..;2P ' x (2P = 1)}
Et la somme de ses diviseurs positifs vaut :
14242+ +2P 4 (1424 2%+ 4 2P 2P - 1)

Or, d’apres la question initiale on a :

1+2+2%+.. 4271 == —or

donc la somme des diviseurs positifs de Ej, vaut :
2P —1+2P-1RP-1)=@2P -1 +2P -1)=2P2P -1)
(d) Endéduire que 2P~ ! (27 — 1) est un nombre parfait.
2><Ep:2><2p_1(2p—1) =2P2P -1)

Par conséquent, par définition, E;, est un nombre parfait puisque son double est égal a la somme de ses
diviseurs positifs.

(e) Déterminer alors trois nombres parfaits.
L'algorithme suivant en donne méme quelques-uns de plus.
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from math import *

def parfaitfarret):

I={]
L.append (1)
somme=(
p=2
g=2#+p-1
a={2%*(p-1) ) *g
while p<arret:
somma=0
L=[1]
for 1 in range(2,int(e/2)):
1Ff afi==0:
L.append (i)
if afir=a/2:

L.append(int (e/1))

for 1 in range(lean(L)):

somma+=L[i]
1 somme==a:

L.sort()

print("la liste des diviseurs du nombre parfait"”, e, "est", L)
#print(n, "n'est pas parfait"”, L)
#if n==30:
# somma=-1
pi=1
g=2##p-1
e=({2**(p-1) )} *q

parfait(1000)

8 00 *Python 3.3.2 Shell*

e e

la liste des diviseurs du nombre parfait & est [I1, 2, 3]

la lista das diviseurs du nombra parfait 28 ast [1, 2, 4, 7, 14d]

la liste des divisesurs du nombre parfait 496 est [1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124, 248]

la liste des diviseurs du nombre parfait 8128 est [1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 127, 254, 508, 101
6, 2032, 4084]

la liste des diviseurs du nombre parfait 33550336 est [1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,
1024, 2048, 4096, B191, 16382, 32764, 65528, 131056, 262112, 524224, 1048448, 2096836, 419379
£, B387584, 16775168]

la liste des diviseurs du nombre parfait ESEBEEQD.Eq est 1,6 2, 4. 8B, 16, 32, 64, 128, 256, 51
2, 1024, 2048, 40%6, B192, 16384, 32768, 65536, 131071, 262142, 524284, 1048568, 2097136, 419
4272, B3RBS44, 16777088, 33554176, 67108352, 134216704, 268433408, 536866816, 1073733632, 214

Ln: 211|Col: 51|

4. AAAAA

p et q désignent des nombres premiers distincts supérieurs ou égaux a 3 et a et p sont des entiers naturels non nuls ; on note n = p® qf’.

(a) Déterminer les diviseurs positifs de p® et de qﬁ.
La liste des diviseurs positifs de p® est :

D ={1; p; P%...; P
La liste des diviseurs positifs de p‘3 est:
D =15G;055...5 0"
(b) Démontrer que la somme S des diviseurs positifs de 7 est donnée par :

p°‘+1—1 q[’)+1_1
X
p-1 q-1
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La liste des diviseurs positifs de n est donc :
D=L p; P55 PSS @GP P Gp%. a5 P P PP P P
On en déduit alors que la somme des diviseurs positifs de n vaut :
(Lt p+p? et p%) + (q+ap+ap*+-+qp®) +-+ (a+ P p+ g p? -+ gPp°)
ce qui donne:
(Q+p+p?++p)+q+p+p?++p)+-+qP 1+ p+p*+-+p%)
Par conséquent on obtient :
(1+p+p2+~~~+p°‘)(1+q+q2+---+qﬁ)
En utilisant la premiere question on obtient :

l_p(x+1 l_qﬁ+1 p(X+1_1 qﬁ+1_1
X = X

l1-p l-q p-1 q-1

(c) Démontrer que n est parfait, si et seulement si p®gP (p-2)(g-2)-2)=1-p**! - gP*L.
n est parfait si et seulement si :

p(X+1_1 y qﬁ+1_1
p-1 q-1

=2p"¢P = (p™*' -1) (4" - 1) =2p"¢ (p-D(g - D

n est donc parfait si et seulement si :

De plus:
2p*qP(p-1)(g-1D) - p**'g"*" = pqP (2(p- (g -1 - pq)
Etenfin:

2(p-D(@-1)-pg=C2p-2)(q-1)-pqg=2pq—-2p-2q+2-pq=pq—-2p-2q+2

Tout commeona:
(p—2)(g-2)-2=pg-2p-2qg+4-2=pg-2p—-2q+2

Ce qui permet, enfin, de conclure que 7 est parfait si et seulement si :
P(xqﬁ ((P -2)(g-2) —2) =1- p(x+1 _ qﬁﬂ

(d) En étudiant le signe de chaque membre, démontrer qu’il ne peut pas exister de nombres parfaits impairs dont la décomposition
en produit de facteurs premiers ne contienne que deux facteurs premiers distincts.
Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe un nombre parfaitn impair dont la décomposition en
facteurs premiers ne contient que deux facteurs premiers disctincts.
Dans un tel cas, il existe donc deux nombres premiers p et g tels que :

n=pq°

Puisque n est impair p et g sont différents de 2, donc p et g sont supérieurs ou égaux a 3. Si on note p le
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plus petit premier des deux on a méme :

Puisque 7 est parfaitona:
quﬁ ((P -2)(g-2) —2) —1- p(x+1 _ qﬁ+1

Puisque p = 3 alors p®*! = 3% et ¢P*! = 52, par conséquent :
l_p(x+1 _qﬁ"'l <O
Deplusp-2=23-2=letqg—2=5-2=3,donc(p—-2)(q—2)-2=1x3-2=1>0.Par conséquent :
P ((p-2(g-2)-2)>0

Or, un nombre strictement négatif ne peut étre égal a un nombre strictement positif.
Conclusion : Il estimpossible qu'un nombre n impairs dont la décomposition en facteurs premiers contient
uniquement deux facteurs premiers distincts soit parfait.

(e) Démontrer que s'il existe un nombre parfait impair, il est supérieur a 105.
Un nombre impair produit d’au moins 3 nombre premiers distincts vaut au minimum :

3x5x7=21x5=105

S’il existe un nombre parfait impair il est donc supérieur a 105. Remarque : On ignore, a I'heure actuelle,
s’il existe des nombres parfaits impairs.
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