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Chapitre 3 Étude qualitative de fontionsCours : Étude qualitative de fontionsRappelsTravail de l'élève : Tout français possède un numéro de INSEE. Sa onstrution ahe-t-elle une fon-tion ?Comportant 13 hi�res depuis 1945, le numéro attribué par l'INSEE (Institut National de la Statis-tique et des données Éonomiques) à haque Français à sa naissane nous permet de faire valoir nosdroits aux prestations de la Séurité Soiale. Depuis l'informatisation, dans les années 1970, e numéroest suivi d'une lé de ontr�le : le reste de la division eulidienne par 97 du nombre à 13 hi�res. Chaund'entre nous est don identi�é par un numéro à 13 + 2 hi�res dé�nis omme suit :� Le premier hi�re donne le sexe : 1 pour masulin, 2 pour féminin ;� Les deux suivants l'année de naissane ;� Les deux suivants le mois de naissane ;� Les deux suivants le numéro du département de naissane ;� Les trois suivants, le ode INSEE de la ville dans e département ;� Les trois suivants l'ordre d'arrivée dans l'année du bébé dans la ommune.� Les deux derniers la lé de ontr�leVoii quelques odes INSEE de villes : Besan�on : 056 ; Albi : 004 ; Dieppe : 217 ; Bordeaux : 0631. Donner le numéro INSEE de Bernard, né le 22 janvier 1972, à Besançon. C'était la 25eme naissanedans ette ville.2. Donner les aratéristiques de la personne dont le numéro INSEE est 2 98 11 33 063 057. Trouverla lé de ontr�le de e numéro.3. Si l'on assoie à haun d'entre vous son propre numéro INSEE, peut-on parler de fontion ?4. Si oui, la dé�nir omme fontion d'un ensemble de départ A vers un ensemble d'arrivée B àpréiser.5. Risque-t-on d'avoir deux personnes distintes ayant un même numéro INSEE? Y a-t-il un ordresur les numéros INSEE?
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Chapitre 3 Étude qualitative de fontionsDé�nition 1. Une fontion est une relation assoiant des éléments d'un ensemble de départ Eà au plus un élément d'un ensemble d'arrivée F .Lorsqu'une fontion f assoie à l'élément X ∈ E un élément de l'ensemble F , on note f(X) etélément. On note f : X 7−→ f(X).Exemples :� Le hemin le plus ourt pour aller d'un point A vers un point B

chemin : (. . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . ) −→ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(. . . . . . , . . . . . . ) 7−→ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� La fontion r qui à tout entier naturel n assoieson reste dans la division eulidienne par 4
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b0 2 4 6 8 10024� La fontion g qui à deux nombres réels x et yassoie la somme de leur arré x2 + y2

g : (. . . . . . , . . . . . . ) −→ . . . . . .
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Dé�nition 2. Soit f est une fontion d'une variable et a, b ∈ R tels que f : a 7→ b.On appelle image de a par f le réel b = f(a). On dit que a est un antéédent de b par f .Remarques :� Un réel a ne peut avoir que 0 ou 1 image. Un réel b peut avoir 0, 1 ou plusieurs antéédents.� Une ourbe ne peut alors être représentive d'une fontion que si elle � ne fait pas demi-tour �oun'est jamais vertiale. En fait 'est la seule ondition (la ourbe peut être en plusieurs moreaux).� Sur un graphique, on lit les images f(x) sur l'axes des ordonnées (vertial) et les éventuelsantéédents x sur l'axe des absisses (horizontal).Dé�nition 3. Lorsqu'un élément a de E n'a pas d'image, on l'appelle valeur interdite.L'ensemble de dé�nition d'un fontion f est l'ensemble des réels ayant une image par f , 'est-à-dire R privé des valeurs interdites.Remarques :� Pour aluler les valeurs interdites d'une fontion f : x 7→ f(x), il faut trouver les valeurs de xpour lesquellesa) on diviserait par 0 dans l'expression f(x)b) on prendrait la raine arrée d'un nombre négatif dans l'expression f(x)2



Chapitre 3 Étude qualitative de fontions� Pour lire les valeurs interdites d'une fontion sur un graphique, on regarde les absisses (sur l'axehorizontal) où il n'y a pas de ourbe traée.Appliation 1. On lane un aillou du haut d'un bâtiment ave une vitesse initiale et on mesure savitesse en fontion du temps t. À toute valeur de t on fait orrespondre la vitesse v(t) exprimées enm.s−1. On note . . . : . . . 7→ . . . . . . et on donne le tableau de valeurs suivant :
T (en seondes) 0 1 2 3 4 5 6

v(t) (en mètres par seonde) 2 11.81 21.62 31.43 41.24 0 01. Sahant que v est a�ne sur [0; 5[, trouver la formule utilisée par les physiiens sur [0; 5[.2. Dérire alors l'expression de v sur R par un algorithme, omme un informatiien.3. On peut également traer un graphique représentant la vitesse en fontion du temps.Le faire ave omme unité graphique 1 m = 1 s et 1 m = 10 m.s−1 suivant les axes.4. Grâe au tableau de valeur donner l'image de 2 et un antéédent de 11.815. Grâe au tableau de valeur donner l'image de 0 et un antéédent de 0. Que onstate-on ?6. Grâe au tableau de valeur pouvez-vous donner l'image de 2.5 et un antéédent de 5 ?7. Cela signi�e-t-il que 2.5 n'a pas d'image et 5 pas d'antéédent ?8. Proposer deux autres méthodes pour répondre à la question 6 et les faire.9. Tous les nombres ont-ils une image par v ? Pourquoi ? Comment ela se voit-il sur la ourbe ? Surle tableau ?10. On donne deux instants t1 = 2 et t2 = 3. Sans aluler les vitesses du aillou à es moments,pouvez-vous les omparer ?
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Chapitre 3 Étude qualitative de fontions1 Variations1.1 Sens de variationTravail de l'élève : Le graphique i-dessous donne le niveau de la mer en mètres dans le port de Narbonnependant 12h.

5 10123
456

0 ~i

~j1. Cette ourbe est-elle la ourbe représentative d'une fontion ?On note f la fontion niveau de la mer en fontion du temps t.2. (a) D'après le graphique, déterminer les intervalles de temps sur lesquels le niveau de la mermonte.(b) Pour tout t1, t2 appartenant à l'un de es intervalles et tels que t1 < t2, que peut-on dire surl'ordre de f(t1) et f(t2) ? Sur les intervalles . . . . . . . . . . . . . . . et . . . . . . . . . . . . . . . la fontion f

. . . . . . . . . . . . . . . l'ordre.3. (a) D'après le graphique, déterminer l'intervalle de temps sur lequel le niveau de la mer desend.(b) Sur haun de es intervalles de temps, omment traduire e phénomène à l'aide de la fontion
f ?Sur . . . . . . . . . . . . . . . et . . . . . . . . . . . . . . . la fontion f . . . . . . . . . . . . . . . l'ordre.Attention ! !4. (a) Soit g la fontion dé�nie sur un intervalle I ontenant les réels 4 et 7 telle que g(4) > g(7).Peut-on onlure que la fontion g est inverse l'ordre sur l'intervalle ]4; 7[ ?(b) Que faut-il préiser en plus pour onlure sur e sujet pour la fontion g ?A faire plus tard, dans la partie sur les extrema5. (a) Sur les 12h représentées, quelle est la hauteur maximale de la mer ?(b) Pour quelle valeur de t e maximum est-il atteint ?() Est-e un maximum absolu ?6. (a) Sur les 12h représentées, quelle est la hauteur minimale de la mer ?(b) Pour quelle valeur de t e minimum est-il atteint ?() Est-e un minimum absolu ? 4



Chapitre 3 Étude qualitative de fontionsSoit f une fontion dé�nie sur un intervalle I.Dé�nition 4. On dit que f est stritement roissante si pour tous réels a et b de I rangés dansun ertain ordre, leurs images f(a) et f(b) sont rangées dans le même ordre.Autrement dit :
a < b =⇒ f(a) < f(b)Remarques :� Si on a seulement a < b =⇒ f(a) < f(b), 'est-à-dire que l'ordre est onservé ave possible asd'égalité, alors on dit simplement que f est roissante.� Antéédents et images sont rangés dans le même ordre. On dit qu'une fontion roissante onservel'ordre.Exemple :

b

a

f(a)

b

b

f(b) 0 ~i

~j

Dé�nition 5. On dit que f est stritement déroissante si pour tous réels a et b de I rangésdans un ertain ordre, leurs images f(a) et f(b) sont rangées dans l'ordre inverse.Autrement dit :
a < b =⇒ f(a) > f(b)Remarques :� Si on a seulement a < b =⇒ f(a) > f(b), 'est-à-dire que l'ordre est inversé ave possible asd'égalité, alors on dit simplement que f est déroissante.� Antéédents et images sont rangés dans l'ordre inverse, on dit qu'une fontion déroissante inversel'ordre. 5



Chapitre 3 Étude qualitative de fontionsExemple :
b

a

f(a)

b

b

f(b)0Remarques :� On ne parle de fontion roissante ou déroissante que sur un intervalle, les bornes ouvertes oufermées ne jouant auun r�le.� On parle de fontionmonotone sur un intervalle I si elle-i y est soit roissante, soit déroissante.Dé�nition 6. On dit que f est onstante si pour tous réels a et b de I, leurs images f(a) et
f(b) sont égales.Autrement dit :

a < b =⇒ f(a) = f(b)Exemple :
b

a

f(a)
b

b

f(b)

0 ~i

~jRemarque : La représentation graphique d'une fontion onstante égale à c est une droite parallèle àl'axe des ordonnées déquation y = c.Remarques :� Si on sait qu'une fontion f est stritement monotone sur un intervalle I alors pour tous nombres
a et b onnus on peut onnaître l'ordre de leurs images f(a) et f(b) sans les aluler.� Si on onnait l'ordre deux de nombres a et b d'un intervalle I et l'ordre de leurs images f(a) et
f(b), on ne peut rien dire sur le sens de variation de f (on ne sait pas e qui se passe pour lesautres réels de I).Exeries du livre : 41 − 42 − 43 − 44 − 45 p 86 + 49 à 51 p 87Exemple : Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) = 2x+1. Montrer par le alul que f est roissante.Soit g la fontion dé�nie sur R par f(x) = −3x + 5. Montrer par le alul que g est déroissante.6



Chapitre 3 Étude qualitative de fontions1.2 Tableau de variationsTravail de l'élève : Etudier les variations d'une fontion onsiste à dire sur quel(s) intervalle(s) elle estroissante, déroissante ou onstante. On regroupe es informations dans un tableau, appelé tableaude variations. Voii un exemple :
x −∞ −2 4 +∞Sens de variation de f

61. (a) Deviner les variations de f à partir de e tableau.(b) Ce tableau ontient-il d'autres informations sur f ? Si oui, les donner.() A quel intervalle de la première ligne du tableau appartiennent les nombres −5 et −3 ?(d) Quel est le sens de variation de f sur et intervalle ?(e) Dans quel ordre sont rangés les images de −5 et −3 ?(f) Dans quel ordre sont rangés les images de 5 et 100 ?(g) Dans quel ordre sont rangés les images de 0 et 5 ?2. (a) Dresser le tableau de variations de la fontion g, stritement roissante sur [−4; 0] de 0 à 3,stritement déroissante sur [0; 6] de 3 à −5 et onstante sur ]6;+∞[ égale à −5.(b) Quelle est l'image de 0 ? Celle de 100 ?() Donner les éventuels antéédents de 0 ? de 3 ? de −5 ?(d) Dans quel ordre sont rangés les images de −3 et −0.5 ?A quel intervalle appartiennent-ils ?(e) Dans quel ordre sont rangés les images de 0.5 et 3 ?A quel intervalle appartiennent-ils ?(f) Dans quel ordre sont rangés les images de −0.5 et 3 ?A quel intervalle appartiennent-ils ?(g) On sait que les images de deux nombres a et b sont f(a) = −1 et f(b) = −4.Dans quel(s) intervalle(s) du tableau se situent a et b ? Donner leur ordre si 'est possible.(h) On sait que les images de deux nombres c et d sont f(a) = 1 et f(b) = 2.Dans quel(s) intervalle(s) du tableau se situent a et b ? Donner leur ordre si 'est possible.(i) Donner tous les nombres dont l'image est supérieure à −5.(j) On donne de plus omme informations : f(−3) = f(1) = 2.Donner tous les nombres dont l'image est inférieure à 2.(k) Dessiner une représentation graphique ompatible ave e tableau de variations.3. À faire plus tard(a) Donner le maximimum et le minimum de la fontion g sur son ensemble de dé�nition enpréisant quand ils sont atteints.(b) Peut-on donner le maximimum et le minimum de la fontion f sur son ensemble de dé�ntion ?Sur ] −∞; 4] ? 7



Chapitre 3 Étude qualitative de fontionsQuelques règles pour dresser un tableau de variations d'une fontion :Sur la ligne des x, on met toutes les valeurs remarquables, à savoir :� les valeurs extrêmes de l'ensemble de dé�nition� les valeurs interdites� les valeurs où la fontion hange de sens de variationSur deuxième ligne, on représente le sens de variation d'une fontion sur les intervalles de x onsidéréspar des �èhes signi�ant que la fontion est stritement roissante, déroissante ou onstante.Les valeurs interdites sont préisées par une double-barre vertiale.Quand on peut les aluler, on érit la valeur des images f(x) des x remarquables de la ligne du dessus.Exeries du livre : 48 p 87, 70 p 91, 74-75 p 91, 89 p 92Exerie 1. Soit z la fontion dé�nie par z(x) =
3

x − 3
.1. Quel est son ensemble de dé�nition ?2. Quelles sont les images de 6 ? 4 ? 0 ?3. Quels sont les antéédents de 12 ? 8 ?4. Après avoir traer ette fontion sur votre alulatrie, dérire les variations de z.5. Résumer ela dans un tableau de variations de z.6. Traer la ourbe représentative de z.
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Chapitre 3 Étude qualitative de fontions2 ExtremaTravail de l'élève : Fin des ativités sur les variations et sur les tableaux de variationsSoit f une fontion dé�nie sur un intervalle I et a ∈ I.Dé�nition 7. On dit que f admet un maximum en a si, pour tous réels x ∈ I on a : f(x) ≤ f(a).
f(a) est le maximum de f sur I, atteint en a.Exemple : Quel est le maximum de la fontion t dé�nie sur R par t(x) = −x2 + 3 ?Pour tout x on a −x2 ≤ 0 ⇐⇒ −x2 + 3 ≤ 3 ⇐⇒ t(x) ≤ t(0).Don le maximum de t est 3, atteint en x = 0Dé�nition 8. On dit que f admet un minimum en a si, pour tous réels x ∈ I on a : f(x) ≥ f(a).
f(a) est le minimum de f sur I, atteint en a.Exemple : Quel est le minimum de la fontion v dé�nie sur R par v(x) = x2 −

√
3 ?Pour tout x on a x2 ≥ 0 ⇐⇒ x2 +

√
3 ≥

√
3 ⇐⇒ v(x) ≥ v(0).Don le minimum de v est √3, atteint en 0 (pour x = 0.Remarque : On parle d'extremum lorsque la fontion admet soit minimum, soit maximum.Exeries du livre : 39 − 40 p 86 + 46 − 47 p 87 + 54 p 88Exerie 2. Voii le tableau de variations d'une fontion f dé�nie sur un intervalle [−1; 3] :

x −1 0 1 3

f(x)

0

3

−5

1

1. Lire f(1), f(−1), f(0) et f(3)2. Quel est le maximum de f sur [−1; 3] ? Quand est-il atteint ?3. Quel est le minimum de f sur [−1; 3] ? Quand est-il atteint ?4. Pour x ∈ [0; 1], enadrer f(x)5. Donner un enadrement de f(x) sur [−1; 3[.6. Enadrer f(−0, 5), f(0, 8) et f(2, 1)Exerie 3. Soit la fontion dé�nie pour tout x ∈ R par f(x) = −x2 + 4x − 11. Montrer que pour tout x ∈ R on a f(x) = −(x − 2)2 + 39



Chapitre 3 Étude qualitative de fontions2. En déduire le maximum de la fontion f sur R.3. Caluler f(0) et f(10)4. Traer la ourbe représentative de f sur [−2; 5]5. Compléter le tableau de variation suivant :
x −∞ . . . +∞

f
. . .6. Grâe au tableau de variation, donner le nombre de solutions de l'équation f(x) = 07. Grâe à la ourbe résoudre graphiquement ette équation.8. Par dihotomie, donner un enadrement à 10−2 de es solutions.9. Retrouver es nombres par le aluls10. Véri�er la ohérene des trois méthodes.Exeries du livre : 69 − 81 − 83 − 84 p 91 + 88 p 92Exerie 4.1. Dresser son tableau de variations de la fontion � arré �à partir de sa ourbe représentative survotre alulatrie2. Trouver à l'aide du graphique les solutions de l'enadrement x2 ≤ 33. Trouver à l'aide du graphique les solutions de l'enadrement x2 ≥ 24. Trouver à l'aide du graphique les solutions de l'enadrement 1 ≤ x2 ≤ 5Exerie 5.1. Dresser son tableau de variations de la fontion � inverse �à partir de sa ourbe représentativesur votre alulatrie2. Trouver à l'aide du graphique les solutions de l'enadrement 1

2
≤ 1

x
≤ 13. Trouver à l'aide du graphique les solutions de l'enadrement -1 ≤ 1

x
≤ −1

44. Trouver à l'aide du graphique les solutions de l'enadrement −1

4
≤ 1

x
≤ 1

2
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Chapitre 3 Étude qualitative de fontions3 Problèmes de synthèseRésoudre des problèmes onrets se déroule en 3 étapes :1. La modélisation : traduire le problème en termes mathématiques2. La résolution (grâe à tous les outils mathématiques appris jusqu'à aujourd'hui)3. L'interprétation des résultatsSeul le point 2. relève vraiment des mathématiques. Le reste fait surtout appel à votre maîtrise dufrançais et votre bon sens.La résolution mathématique peut se faire sous plusieurs points de vue :� Algébrique (alulatoire)� Fontionnelle (grâe aux fontions et leurs propriétés)� Graphique (leture)� Géométrique (on pourra alors utiliser des logiiels adaptés, tels que Géogébra)Pour résoudre une (in)équation, vous possédez à e jour plusieurs méthodes :� Par le alul : on érit une suession d'égalités équivalentes (⇐⇒) jusqu'à trouver toutes lessolutions.Avantage : on trouve les solutions exates,Inonvénients : vous ne savez à e jour que résoudre des (in)équations se ramenant au 1er degré,des équations produit, des équations quotient. Les inéquations produit et quotients seront apprisesbient�t. Mais il manque enore bien d'autres types d'(in)équations.� Par leture graphique : On trae la ourbe représentative d'une fontion adéquate et lit surl'axe des absisses les éventuelles solutionsAvantages : Rapide et simpleInonvénients : Peu préis, et non exhaustif (le graphique ne représente qu'une partie de la ourbeen général)� Par le tableau de variation et dihotomie : grâe au tableau de variation on peut trouverle nombre de solutions d'équations et par dihotomie on peut les enadrer aussi préisément quevoulu. On peut alors en déduire des solutions approhées pour des inéquations.Avantages : Exhaustif et plus préis que la leture graphiqueInonvénients : Solutions approhées en généralLe point sur la dihotomiePour utiliser la dihotomie pour enadrer les solutions f(x) = k à 10−2 près, il faut d'abord déterminerun intervalle borné [a; b] tel que :� f soit monotone sur et intervalle� Si f est roissante f(a) < k et f(b) > k� Si f est déroissante f(a) > k et f(b) < k 11



Chapitre 3 Étude qualitative de fontionsUne fois que l'on a l'intervalle et le sens de variation de f sur et intervalle, on peut suivre l'algorithme :Si f est roissante :� Soit i = 1� On pose ai = a et bi = b� Tant que bi − ai ≥ 10−2 :� Caluler mi la moyenne de ai et bi� Caluler f(mi).� Si f(mi) > k alors ai+1 = ai et bi+1 = mi Sinon ai+1 = mi et bi+1 = bi� Inrémenter i (ajouter 1 à la valeur de i)� Fin de la boule � Tant que �� On a que la solution x ∈ [ai; bi].Si f est déroissante :� Soit i = 1� On pose ai = a et bi = b� Tant que bi − ai ≥ 10−2 :� Caluler mi la moyenne de ai et bi� Caluler f(mi).� Si f(mi) < k alors ai+1 = ai et bi+1 = mi Sinon ai+1 = mi et bi+1 = bi� Inrémenter i� Fin de la boule � Tant que �� On a que la solution x ∈ [ai; bi].3.1 Quelques exeries théoriquesExerie 6. On onsidère les fontions f , g et h dé�nies sur R par :
f(x) = x2 − 3x g(x) = x3 − 3x h(x) = x − 31. Etablir un tableau de valeurs pour les trois fontions, allant de −2 à 4, de pas 0.5.2. Traer dans un même repère les représentations graphiques Cf , Cg et Ch respetivement desfontions f , g et h sur [−2; 4].Conseils :(a) On graduera l'axe des absisses de −2 à 4 en prenant 2 m par unité(b) On graduera l'axe des ordonnées de −5 à 5 en prenant 1 m par unité3. Est-il vrai que le point de oordonnées (0.5;−1.3) appartient à Cg ? Justi�er.4. Soit a un nombre ompris entre −2 et −1. Donner un enadrement de g(a) et un de h(a).5. À l'aide des graphiques, déterminer les oordonnées des points d'intersetion de Cf et Ch6. Comparaison des fontions f et g(a) À l'aide du graphique, essayer de répondre aux questions suivantes :i. Combien y a-t-il de points d'intersetions entre Cf et Cg ?12



Chapitre 3 Étude qualitative de fontionsii. Quelles sont leurs oordonnées ?(b) Pour avoir plus de préision, on se propose de retrouver es résultats par le alul :i. Résoudre l'équation f(x) = g(x)ii. En déduire, par le alul, les oordonnées des points A et B d'intersetion de Cf et Cg() Sur quel(s) intervalle(s) a-t-on f ≤ g ?Exerie 7. On se donne la fontion h dé�nie par h(x) = (3x − 5)2 − 161. Quel est l'ensemble de dé�nition de la fontion h ?2. Caluler l'image de 0 et de 3 par h.3. Caluler la valeur exate de h(
√

2) (aluls détaillés).4. Donner un enadrement à 10−1 par dihotomie des solutions de l'équation h(x) = 0.5. (a) Fatoriser l'expression de h(x)(b) En déduire par le alul les éventuels antéédents de 0 par h.() Ave votre alulatrie graphique, dire pour quelles valeurs de x ette fontion est-elle posi-tive ?6. Déterminer s'ils existent, les antéédents de −16 et de −25 par h.7. (a) Montrer que, pour tout réel x, on a h(x) = 9x2 − 30x + 9.(b) En déduire par le alul les éventuels antéédents de 9 par h.3.2 Reherhe d'ombre maximaleSimone veut se onstruire un parasol pour hez lui. Elle déide de prendre le tissu de sa planhe à voilepour éviter toute outure. Elle arohe un sommet à dans l'angle de sa terrasse, un autre sur une barrede 5 m le long d'un mur et arohe le dernier sommet de sa voile sur un areau métallique en formede quart de erle, installé par ses soins. Cei lui permet de faire oulisser sa voile pour avoir le plusd'ombre possible, à tout moment de la journée.Le but du problème est de trouver la surfae maximale d'ombre que Simone peut avoir à midi.Modélisation de la situation : On onsidère un quart de erle C de entre O et de rayon OI = 5.
M est un point quelonque de e quart de erle, H est le pied de la hauteur issue de M dans le triangle
IMO. On herhe où plaer M pour que l'aire du triangle OHM soit maximale.1. Réaliser la �gure et rédiger une onjeture :(a) Faire un shéma de la situation à la main.(b) Préiser dans l'ordre les onstrutions que vous venez de réaliser pour faire la �gure.() Rédiger le programme de onstrution de la �gure sous Géogébra (dérire les étapes).(d) Réaliser e programme et appeler le professeur pour qu'il valide la �gure.(e) Réaliser les mesures néessaires pour répondre au problème.(f) Rédiger alors une onjeture graphique et appeler le professeur.13



Chapitre 3 Étude qualitative de fontions2. Étude graphique fontionnelle du problème :L'aire du triangle OMH dépend de la distane OH. On souhaite traer la ourbe représentativede l'aire de OMH en fontion de la distane OH.(a) Créer un tableau de valeurs donnant l'aire de OMH en fontion de OH.(b) Sur le même graphique, onstruire le point N qui a la même absisse que H et dont l'ordonnéeest l'aire de OHM .() Traer la ourbe en utilisant la ommande �ourbe : = lieu (point sur la ourbe, point mobiledont il dépend)�.Êtes vous ertains d'avoir traé la bonne ourbe ? Justi�er. Appeler le professeur.(d) Par leture graphique, déterminer les valeurs de OH pour lesquelles le triangle OMH mesure
4 unités d'aire.(e) Dérire les variations de la ourbe par leture graphique.(f) Déterminer alors la position du point H qui donne la plus grande aire du triangle OMH(g) Déterminer l'aire maximale du triangle OMH(h) Ces résultats sont-ils ohérents ave eux trouvés préédemment ?(i) A-t-on trouvé la valeur exate de la solution du problème ? Appeler le professeur.3. Réponse au problème de Simone(a) Où Simone doit-elle mettre ses sommets mobiles de voile pour avoir 4m2 d'ombre ?(b) Où Simone doit-elle mettre ses sommets mobiles de voile pour avoir le maximum d'ombre ?Quelle surfae d'ombre a-t-elle alors à disposition ?4. Rédiger toutes les questions manusrites sur feuille pour vendredi prohain.3.3 Reherhe d'une surfae minimaleNorbert veut se faire une nappe orgininale en forme de parallélogramme pour l'anniversaire Simone.Il a don aheté un moreau retangulaire de tissu. La taille su�sante pour que tout parallélogrammeinsrit dedans reouvre sa table (4 × 2.5 m). Norbert ompte utiliser les pans restant pour faire desserviettes triangulaires pour sa femme et leurs deux enfants. Il souhaite alors déouper une nappe avela plus petite surfae possible, a�n d'avoir des serviettes les plus grandes possibles.Le but du problème est de trouver où Norbert doit déouper sa nappe.Modélisation de la situation : On onsidère un retanle ABCD de longueur AB = 8 m et delargeur AD = 5 m. Soit un point M quelonque sur [AB]. On dé�nit alors N sur [BC], P sur [CD]et Q sur [DA] tels que AM = BN = CP = DQ.On herhe où plaer M pour que l'aire de MNPQ soit minimale.1. Déouverte de la situation(a) Faire la �gure. MNQP est-il bien un parallélogramme ? Justi�er(b) Avons-nous tous la même aire pour MNPQ ?2. Calul de l'aire(a) Caluler l'aire de MNPQ pour AM = 2, AM = 3 et elle de votre parallélogramme.14



Chapitre 3 Étude qualitative de fontions(b) En fontion de quelle grandeur l'aire de MNPQ varie-t-elle ?() Quelle est l'aire de MNPQ la plus grande possible ?(d) Est-il possible que l'aire de MNPQ soit égale à 23.08 cm2 ? Si oui, pour quelles valeurs de
AM ? Que vaudrait alors l'aire de la nappe ? (Rédiger l'algorithme utilisé pour répondre)3. Approhe fontionnelle(a) On pose AM = x. Trouver l'expression de A (x) de l'aire de MNPQ en fontion de x.(b) Donner l'ensemble de dé�nition de A() Traer la ourbe représentative de A(d) Dresser alors le tableau de variation de A(e) Conjeturer la réponse au problème (attention à l'éhelle !).4. Ave un logiiel(a) Réaliser la �gure ave Géogébra(b) Faire a�her la longueur x et l'aire A (x)() Déplaer le point M sur [AB] : observer les variations de l'aire et tenter de la rendre minimale.(d) Conjeturer la réponse au problème.5. Algébriquement(a) Véri�er que A (x) = 2

(

x − 13

4

)2

+
151

16(b) Justi�er l'a�rmation suivante : pour tout x ∈ [0; 5], A (x) ≥ 151

16
.Pour quelle valeur de x obtient-on l'égalité ?() En déduire la position de M qui rend l'aire de MNPQ minimale. Quelle est ette aire ?6. Répondre au problème et préiser l'aire de la nappe et des serviettes.7. Rédiger un ompte-rendu du problème sur feuille pour le prohain ours.
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Les Annexes



Travail de l'élève : Comportant 13 hi�res depuis 1945, le numéro attribué par l'INSEE (Institut Na-tional de la Statistique et des données Éonomiques) à haque Français à sa naissane nous permet defaire valoir nos droits aux prestations de la Séurité Soiale. Depuis l'informatisation, dans les années1970, e numéro est suivi d'une lé de ontr�le : le reste de la division eulidienne par 97 du nombre à13 hi�res. Chaun d'entre nous est don identi�é par un numéro à 13+ 2 hi�res dé�nis omme suit :� Le premier hi�re donne le sexe : 1 pour masulin, 2 pour féminin ;� Les deux suivants l'année de naissane ;� Les deux suivants le mois de naissane ;� Les deux suivants le numéro du département de naissane ;� Les trois suivants, le ode INSEE de la ville dans e département ;� Les trois suivants l'ordre d'arrivée dans l'année du bébé dans la ommune.� Les deux derniers la lé de ontr�leVoii quelques odes INSEE de villes : Besan�on : 056 ; Albi : 004 ; Dieppe : 217 ; Bordeaux : 0631. Donner le numéro INSEE de Bernard, né le 22 janvier 1972, à Besançon. C'était la 25eme naissanedans ette ville.2. Donner les aratéristiques de la personne dont le numéro INSEE est 2 98 11 33 063 057. Trouverla lé de ontr�le de e numéro.3. Si l'on assoie à haun d'entre vous son propre numéro INSEE, peut-on parler de fontion ?4. Si oui, la dé�nir omme fontion d'un ensemble de départ A vers un ensemble d'arrivée B àpréiser.5. Risque-t-on d'avoir deux personnes distintes ayant un même numéro INSEE? Y a-t-il un ordresur les numéros INSEE?Appliation 1. On lane un aillou du haut d'un bâtiment ave une vitesse initiale et on mesure savitesse en fontion du temps t. À toute valeur de t on fait orrespondre la vitesse v(t) exprimées enm.s−1. On note . . . : . . . 7→ . . . . . . et on donne le tableau de valeurs suivant :
T (en seondes) 0 1 2 3 4 5 6

v(t) (en mètres par seonde) 2 11.81 21.62 31.43 41.24 0 01. Sahant que v est a�ne sur [0; 5[, trouver la formule utilisée par les physiiens sur [0; 5[.2. Dérire alors l'expression de v sur R par un algorithme, omme un informatiien.3. On peut également traer un graphique représentant la vitesse en fontion du temps.Le faire ave omme unité graphique 1 m = 1 s et 1 m = 10 m.s−1 suivant les axes.4. Grâe au tableau de valeur donner l'image de 2 et un antéédent de 11.815. Grâe au tableau de valeur donner l'image de 0 et un antéédent de 0. Que onstate-on ?6. Grâe au tableau de valeur pouvez-vous donner l'image de 2.5 et un antéédent de 5 ?7. Cela signi�e-t-il que 2.5 n'a pas d'image et 5 pas d'antéédent ?8. Proposer deux autres méthodes pour répondre à la question 6 et les faire.9. Tous les nombres ont-ils une image par v ? Pourquoi ? Comment ela se voit-il sur la ourbe ? Surle tableau ?10. On donne deux instants t1 = 2 et t2 = 3. Sans aluler les vitesses du aillou à es moments,pouvez-vous les omparer ?



Sens de variationLe graphique i-dessous donne le niveau de la mer en mètres dans le port de Narbonne pendant12h.

5 10123
456

0 ~i

~j1. Cette ourbe est-elle la ourbe représentative d'une fontion ?On note f la fontion niveau de la mer en fontion du temps t.2. (a) D'après le graphique, déterminer les intervalles de temps sur lesquels le niveau de la mermonte.(b) Pour tout t1, t2 appartenant à l'un de es intervalles et tels que t1 < t2, que peut-on dire surl'ordre de f(t1) et f(t2) ? Sur les intervalles . . . . . . . . . . . . . . . et . . . . . . . . . . . . . . . la fontion f

. . . . . . . . . . . . . . . l'ordre.3. (a) D'après le graphique, déterminer l'intervalle de temps sur lequel le niveau de la mer desend.(b) Sur haun de es intervalles de temps, omment traduire e phénomène à l'aide de la fontion
f ?Sur . . . . . . . . . . . . . . . et . . . . . . . . . . . . . . . la fontion f . . . . . . . . . . . . . . . l'ordre.Attention ! !4. (a) Soit g la fontion dé�nie sur un intervalle I ontenant les réels 4 et 7 telle que g(4) > g(7).Peut-on onlure que la fontion g est inverse l'ordre sur l'intervalle ]4; 7[ ?(b) Que faut-il préiser en plus pour onlure sur e sujet pour la fontion g ?A faire plus tard, dans la partie sur les extrema5. (a) Sur les 12h représentées, quelle est la hauteur maximale de la mer ?(b) Pour quelle valeur de t e maximum est-il atteint ?() Est-e un maximum absolu ?6. (a) Sur les 12h représentées, quelle est la hauteur minimale de la mer ?(b) Pour quelle valeur de t e minimum est-il atteint ?() Est-e un minimum absolu ?



Tableau de variationsEtudier les variations d'une fontion onsiste à dire sur quel(s) intervalle(s) elle est roissante,déroissante ou onstante. On regroupe es informations dans un tableau, appelé tableau de varia-tions. Voii un exemple :
x −∞ −2 4 +∞Sens de variation de f

61. (a) Deviner les variations de f à partir de e tableau.(b) Ce tableau ontient-il d'autres informations sur f ? Si oui, les donner.() A quel intervalle de la première ligne du tableau appartiennent les nombres −5 et −3 ?(d) Quel est le sens de variation de f sur et intervalle ?(e) Dans quel ordre sont rangés les images de −5 et −3 ?(f) Dans quel ordre sont rangés les images de 5 et 100 ?(g) Dans quel ordre sont rangés les images de 0 et 5 ?2. (a) Dresser le tableau de variations de la fontion g, stritement roissante sur [−4; 0] de 0 à 3,stritement déroissante sur [0; 6] de 3 à −5 et onstante sur ]6;+∞[ égale à −5.(b) Quelle est l'image de 0 ? Celle de 100 ?() Donner les éventuels antéédents de 0 ? de 3 ? de −5 ?(d) Dans quel ordre sont rangés les images de −3 et −0.5 ?A quel intervalle appartiennent-ils ?(e) Dans quel ordre sont rangés les images de 0.5 et 3 ?A quel intervalle appartiennent-ils ?(f) Dans quel ordre sont rangés les images de −0.5 et 3 ?A quel intervalle appartiennent-ils ?(g) On sait que les images de deux nombres a et b sont f(a) = −1 et f(b) = −4.Dans quel(s) intervalle(s) du tableau se situent a et b ? Donner leur ordre si 'est possible.(h) On sait que les images de deux nombres c et d sont f(a) = 1 et f(b) = 2.Dans quel(s) intervalle(s) du tableau se situent a et b ? Donner leur ordre si 'est possible.(i) Donner tous les nombres dont l'image est supérieure à −5.(j) On donne de plus omme informations : f(−3) = f(1) = 2.Donner tous les nombres dont l'image est inférieure à 2.(k) Dessiner une représentation graphique ompatible ave e tableau de variations.3. À faire plus tard(a) Donner le maximimum et le minimum de la fontion g sur son ensemble de dé�nition enpréisant quand ils sont atteints.(b) Peut-on donner le maximimum et le minimum de la fontion f sur son ensemble de dé�ntion ?Sur ] −∞; 4] ?



Exeries du TransmathExerie 1. 41 :
f une fontion dé�nie sur R, roissante et telle que f(0) = 1.Pourquoi peut-on a�rmer que, pour tout x ≤ 0 on a f(x) ≤ 1 ?Exerie 2. 42 :
f est une fontion stritement déroissante sur l'intervalle [1; 6]. Pourquoi peut-on a�rmer que, pourtout x ∈ [1; 6] on a f(6) ≤ f(x) ≤ f(1) ?Exerie 3. 43 : Une fontion a�ne par moreaux représentée, en déduire des enadrements de f(x)à partir d'un enadrement de x.Exerie 4. 44 : Compléter :1. 0 ≤ a ≤ b implique a2 < b2 don la fontion x 7−→ x2 est . . . . . . . . . . . . . . . sur . . . . . . . . . . . .2. La fontion f : x 7−→ 1

2
x+3 est stritement roissante sur R don si x < 2 alors f(x) . . . . . . . . . . . . . . .Exerie 5. 45 : Compléter :1. 0 ≤ u ≤ v implique 1

u
<

1

v
don la fontion x 7−→ 1

x
est . . . . . . . . . . . . . . . sur . . . . . . . . . . . .2. La fontion f : x 7−→ −2x+3 est stritement déroissante sur R don si x < 2 alors f(x) . . . . . . . . . . . . . . .Exerie 6. 49 à 51 : Indiquer le sens de variation des fontions a�nes adonnées :� f : x 7−→ 2x − 3� g : x 7−→ 2 − 3x� h : x 7−→ −3 +

x

2� k : x 7−→ −1

2
(3 − 5x)

� f : x 7−→ −x + 3� g : x 7−→ x
√

2 − 7� h : x 7−→ 2 − x

2

� k : x 7−→ −1

2
(π − 3)x� f : x 7−→ x(
√

2 − 1) − 7� g : x 7−→ 2 − x

2
+

1

2
xExerie 7. 48 : Assoier 3 ourbes données à 3 tableaux de variations donnésExerie 8. 70-74 : Traer un ourbe ompatible ave quelques informations et un tableau de variationExerie 9. 75 : On donne un tableau de variation d'une fontion f dé�nie sur R1. Déduire du tableau de variation le signe de f(x) suivant les valeurs de x2. L'inéquation f(x) ≥ 2 a-t-elle des solutions ?



Exerie 10. 89 : On donne une représentation graphique d'une fontion sur [−3; 1] sur une alulatrieet un tableau de variation sur R.1. À partir du tableau de variation, traer une ourbe suseptible de représenter f sur R.2. En vous aidant du graphique et du tableau, justi�er que l'équation f(x) = 0 admet une solutionunique entre −3 et 1.3. Prouver que si x < −3, alors f(x) < −1.64. En déduire que l'équation f(x) = 0 n'a pas de solution sur ] −∞;−3[5. Enadrer f lorsque x ∈ [1; 3]6. En déduire que l'équation f(x) = 0 n'a pas de solution sur [1; 3]7. Utiliser la même méthode pour montrer que l'équation f(x) = 0 n'a pas de solution dans ]3;+∞[8. Conlure.Exerie 11. 39 :
f est une fontion stritement roissante sur l'intervalle [2; 5].Pourquoi f(2) est-il le minimum de f sur [2; 5] ?Pourquoi f(5) est-il le maximum de f sur [2; 5] ?Exerie 12. 40 :
f est une fontion stritement déroissante sur l'intervalle [2; 5].Pourquoi f(2) est-il le maximum de f sur [2; 5] ?Pourquoi f(5) est-il le minimum de f sur [2; 5] ?Exerie 13. 46 - 47 : On donne la ourbe représentative d'une fontion f .1. Donner l'ensemble de dé�ntion Df de f2. Dresser le tableau de variation de f3. Indiquer le minimum et le maximum de f sur Df lorsqu'ils existent.Exerie 14. 54 :
f est la fontion dé�nie sur R par f(x) = −x2 + 4x + 5.1. Démontrer que f(x) peut s'érire sous la forme f(x) = 9 − (x − 2)2Pour démontrer une égalité, une méthode onsiste à partir d'un membre de l'égalité et à le trans-former jusqu'à e que l'on obtienne l'autre membre.2. En déduire que f a pour maximum 9 sur R. Pour ela :Dire que 9 est le maximum de f sur R signi�e que� f prend la valeur 9� pour tout x ∈ R, f(x) ≤ 9(a) En utilisant une des formes de f(x), prouver que pour tout x ∈ R, f(x) ≤ 9(b) Résoudre l'équation f(x) = 9() Conlure



Exerie 15. 69 :
ABC un triangle retangle en A. On appelle O le milieu de l'hypoténuse [BC]. On donne AB = 3 et
AC = 4.Soit M un point mobile se déplaçant sur les �tés, partant de A, allant vers B, puis de B vers C, puisde C vers A et s'arrêtant en A.On note x la distane qu'il a parouru à partir de A et on pose OM = f(x).1. Faire une �gure2. Sans aluler OM , sauf pour des positions de M qui permettent un alul faile, dresser le tableaude variations de f .Exerie 16. 81 : Attention ! Il faut dé�nition la valeur absolue avant ! !Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) = 2 + |x − 1|1. Démontrer que pour tout x ∈ R, f(x) ≥ 22. Prouver que f(x) prend e�etivement la valeur 23. Que pouvez-vous onlure ?Exerie 17. 83 :Démontrer que la fontion f dé�nie sur R par f(x) = 4 + |2x + 1| a un minimum sur R.Exerie 18. 84 :Démontrer que la fontion f dé�nie sur R par f(x) = 4 − (2x + 1)2 a un maximum sur R.Exerie 19. 88 :Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) =

x

3
+ |2x − 6|1. Érire f(x) sans utiliser la valeur absolue2. En déduire que f est stritement déroissante sur ] −∞; 3] et stritement roissante sur [3;+∞[3. En déduire que si x ≤ 3 alors f(x) ≥ 14. Démontrer de même que si x ≥ 3 alors f(x) ≥ 15. Pour quelle valeur de x la valeur 1 est-elle atteinte ?6. En déduire que f admet un minimum sur R. Quel est-il ?7. Pourquoi l'équation f(x) = 0 n'a-t-elle pas de solution ?



TICE ave SimoneSimone veut se onstruire un parasol pour hez lui. Elle déide de prendre le tissu de sa planhe à voilepour éviter toute outure. Elle arohe un sommet à dans l'angle de sa terrasse, un autre sur une barrede 5 m le long d'un mur et arohe le dernier sommet de sa voile sur un areau métallique en formede quart de erle, installé par ses soins. Cei lui permet de faire oulisser sa voile pour avoir le plusd'ombre possible, à tout moment de la journée.Le but du problème est de trouver la surfae maximale d'ombre que Simone peut avoir à midi.Modélisation de la situation : On onsidère un quart de erle C de entre O et de rayon OI = 5.
M est un point quelonque de e quart de erle, H est le pied de la hauteur issue de M dans le triangle
IMO. On herhe où plaer M pour que l'aire du triangle OHM soit maximale.1. Réaliser la �gure et rédiger une onjeture :(a) Faire un shéma de la situation à la main.(b) Préiser dans l'ordre les onstrutions que vous venez de réaliser pour faire la �gure.() Rédiger le programme de onstrution de la �gure sous Géogébra (dérire les étapes).(d) Réaliser e programme et appeler le professeur pour qu'il valide la �gure.(e) Réaliser les mesures néessaires pour répondre au problème.(f) Rédiger alors une onjeture graphique et appeler le professeur.2. Étude graphique fontionnelle du problème :L'aire du triangle OMH dépend de la distane OH. On souhaite traer la ourbe représentativede l'aire de OMH en fontion de la distane OH.(a) Créer un tableau de valeurs donnant l'aire de OMH en fontion de OH.(b) Sur le même graphique, onstruire le point N qui a la même absisse que H et dont l'ordonnéeest l'aire de OHM .() Traer la ourbe en utilisant la ommande �ourbe : = lieu (point sur la ourbe, point mobiledont il dépend)�.Êtes vous ertains d'avoir traé la bonne ourbe ? Justi�er. Appeler le professeur.(d) Par leture graphique, déterminer les valeurs de OH pour lesquelles le triangle OMH mesure

4 unités d'aire.(e) Dérire les variations de la ourbe par leture graphique.(f) Déterminer alors la position du point H qui donne la plus grande aire du triangle OMH(g) Déterminer l'aire maximale du triangle OMH(h) Ces résultats sont-ils ohérents ave eux trouvés préédemment ?(i) A-t-on trouvé la valeur exate de la solution du problème ? Appeler le professeur.3. Réponse au problème de Simone(a) Où Simone doit-elle mettre ses sommets mobiles de voile pour avoir 4m2 d'ombre ?(b) Où Simone doit-elle mettre ses sommets mobiles de voile pour avoir le maximum d'ombre ?Quelle surfae d'ombre a-t-elle alors à disposition ?4. Rédiger toutes les questions manusrites sur feuille pour vendredi prohain.



TICE ave NorbertNorbert veut se faire une nappe orgininale en forme de parallélogramme pour l'anniversaire Simone.Il a don aheté un moreau retangulaire de tissu. La taille su�sante pour que tout parallélogrammeinsrit dedans reouvre sa table (4 × 2.5 m). Norbert ompte utiliser les pans restant pour faire desserviettes triangulaires pour sa femme et leurs deux enfants. Il souhaite alors déouper une nappe avela plus petite surfae possible, a�n d'avoir des serviettes les plus grandes possibles.Le but du problème est de trouver où Norbert doit déouper sa nappe.Modélisation de la situation : On onsidère un retanle ABCD de longueur AB = 8 m et delargeur AD = 5 m. Soit un point M quelonque sur [AB]. On dé�nit alors N sur [BC], P sur [CD]et Q sur [DA] tels que AM = BN = CP = DQ.On herhe où plaer M pour que l'aire de MNPQ soit minimale.1. Déouverte de la situation(a) Faire la �gure. MNQP est-il bien un parallélogramme ? Justi�er(b) Avons-nous tous la même aire pour MNPQ ?2. Calul de l'aire(a) Caluler l'aire de MNPQ pour AM = 2, AM = 3 et elle de votre parallélogramme.(b) En fontion de quelle grandeur l'aire de MNPQ varie-t-elle ?() Quelle est l'aire de MNPQ la plus grande possible ?(d) Est-il possible que l'aire de MNPQ soit égale à 23.08 cm2 ? Si oui, pour quelles valeurs de
AM ? Que vaudrait alors l'aire de la nappe ? (Rédiger l'algorithme utilisé pour répondre)3. Approhe fontionnelle(a) On pose AM = x. Trouver l'expression de A (x) de l'aire de MNPQ en fontion de x.(b) Donner l'ensemble de dé�nition de A() Traer la ourbe représentative de A(d) Dresser alors le tableau de variation de A(e) Conjeturer la réponse au problème (attention à l'éhelle !).4. Ave un logiiel(a) Réaliser la �gure ave Géogébra(b) Faire a�her la longueur x et l'aire A (x)() Déplaer le point M sur [AB] : observer les variations de l'aire et tenter de la rendre minimale.(d) Conjeturer la réponse au problème.5. Algébriquement(a) Véri�er que A (x) = 2

(

x − 13

4

)2

+
151

16(b) Justi�er l'a�rmation suivante : pour tout x ∈ [0; 5], A (x) ≥ 151

16
.Pour quelle valeur de x obtient-on l'égalité ?() En déduire la position de M qui rend l'aire de MNPQ minimale. Quelle est ette aire ?6. Répondre au problème et préiser l'aire de la nappe et des serviettes.7. Rédiger un ompte-rendu du problème sur feuille pour le prohain ours.


