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LECON 3

Dérivabilités

Résumé

Ce chapitre est le chapitre central de la classe de T STG. Il permet (en partie) de clore ce qui avait été entamé
au collége avec les fonctions affines, c'est-a-dire, |'étude des fonctions.
L'objectif de ce chapitre est de parvenir a déterminer le sens de variation d'une fonction sans la représentation
graphique de la fonction !
Lorsque nous étudierons des fonctions colit ou bénéfice, nous serons alors capables de déterminer leur évolution,
leur maximum et leur minimum, les productions rentables pour une entreprise... Et tout ca sans représentation
graphique.
Ce nouvel outil, entrevu, en classe de 1STG, est donc un puissant outil de calcul algébrique.

I) Dérivée d’une fonction en un point

I-1 Notion de tangente

L'idée générale de cette partie exploite la réciproque du résultat suivant :
— Si la pente d'une courbe est positive, alors la courbe monte.
— Si la pente d'une courbe est négative, alors la courbe descend.
— Si la pente d'une courbe est nulle, alors la courbe stagne.
Remarque : Précisément le nombre dérivée d'une fonction est la pente de la courbe en un point donné.

Définition 1 :
Tangente

Beaucoup trop difficile pour étre exposée ici, on se contentera de I'idée suivante : la tangente d'une courbe
au point d’abscisse A est une droite qui passe par A en la frolant.

"@"Exemple :

Voici une courbe €% dont nous avons tracé la tangente 1" en 2

5
4
3
2
Sl
J
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I-2 Notion de dérivée

’ Y ol .-, .

Définition 2 :
(Aspect Graphique)
On dit qu'une fonction est dérivable en a si elle admet une tangente non verticale au point d'abscisse a.
Dans ce cas on appelle nombre dérivée en a, noté f’(a), le coefficient directeur de cette tangente

10 T
0 '@'Exemple :
Considérons la représentation graphique % de la
fonction f et ses tangentes au point d'abscisse —2
8 et 4. alors on peut déterminer f/(—2) et f’(4) en
lisant directement sur le graphique la valeur du co-
7 efficient directeur des tangentes T_o et T4 de la
\\ maniere indiquer sur le graphique
° 1
\ F-2=-4 et fE)=-
5
1
4
Ty —
3 C
\ /// 1 d
42 — :
1
-3 -2 a1 0] 71 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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% Exercice 1 :

La représentation graphique % d'une fonction f est donnée ci-dessous. En chacun des points indiqués, €
admet une tangente qui est tracée.
Compléter, en vous servant du quadrillage, les nombres dérivés :
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@7 Exercice 2 :

La représentation graphique % d'une fonction f est donnée ci-dessous. En chacun des points indiqués, €
admet une tangente qui est tracée. Compléter, en vous servant du quadrillage, les nombres dérivés :
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IT) Fonction dérivée

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et € sa représentation graphique.

II-1 Définition

‘ r . - -

Définition 3 :

Lorsqu'une fonction f admet un nombre dérivé en tout point a d'un intervalle I, on dit que f est dérivable
sur 1. On définit alors la fonction dérivée, notée ..., qui a tout point a de I associe le nombre dérivé . ...

Remarque : f est dérivable pour tout a de I si et seulement si la représentation graphique de f admet une
tangente non paralléle a I'axe des ordonnées en tout point.

N ! 7

'@'Exemple :
La fonction f est représentée ci-contre.
On peut tracer en chacun des points de l'inter-
valle [—2; 3] une tangente non paralléle a I'axe des
ordonnées, la fonction f est donc dérivable sur

[—2;3].
En particulier on peut lire graphiquement

Fo)y=...... |

I

puis 3

ff()y=......
et enfin

fl2)=......
Remarques :
— Lorsque la tangente est croissante, plus la pente de la tangente est ............ , plus le nombre dérivée est

— L’an passé vous avez appris a dériver certaines fonctions, comme par exemple la fonction f définie par f(z) =
23 — 222 qui a pour dérivée

flx)y=............
— fldésigne ... de la fonction f
— fx) désigne ... de fenx

Définition 4 :

| Si f/ est la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle I, on dit que f est une primitive de f sur I

N
'@'Exemple :
On considére la fonction carrée que nous notons f. Dans ce cas
!
flx)y=...... et flle)y=......
La dérivée de la fonction ... est la fonction ....
Une primitive de la fonction ... est la fonction .. ..
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II-2 Tableaux récapitulatifs des dérivées

Nous admettrons les résultats suivants :

Fonction f

Fonction f’

Domaine de définition de [’

f(z) = k (constante) f(x) =0 R
flz) == flz) =1 R

f(z) = azx +b (a et b réel) fl(z)=a R
f(@) =" (neZ") f'(@) = na"! R

f@) = va F@) = % R+

f) = Fa) =~ R

@7 Exercice 3 :

1. Si f(x) =5 alors, pour tout réel z, f'(z) =...

. Sig(

(

2 x) = 3z — 4 alors, pour tout réel z, ¢'(z) = ...
3. Si h(z) = —5x — 4 alors, pour tout réel z, h'(z) = ...
4. Si k(x)

= 2 alors, pour tout réel z, k'(z) = ...

1
5.Si Z(x) = s alors, pour tout x # 0, Z'(z) = ...

(;17 Exercice 4 :

1. Calculer la dérivée de la fonction f ou f(z) =«

. En déduire f'(0) et f'(1)

3

2
3. Interpréter graphiquement ces deux résultats
4

. Représenter sur le graphique suivant, les deux tangentes de % aux points d'abscisses 0 et 1.

/Solutions :
1. Ona f'(z)=...
2. Par conséquent f'(0) = ...
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10 /
9

/ -9

-10

Nous avons absolument besoin de conaitre des propriétés sur les fonctions dérivées pour pouvoir calculer par
exemple les dérivées des fonctions f et g ou f(x) = 3z* et g(z) = 22 + .

Nous admettrons les résultats du tableau suivant dans lequel u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle
| et k désigne un nombre réel.
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Opération sur les dérivées
lorsque u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle 1
Fonction Dérivée Conditions
u+ v u + v
ku (k constante) ku'
uv u'v + uv’
1 /
— _v_2 v#0Qsurl
v v
Iy il
¢ 4y 5 uo v#Osurl
v v
u® n ez nu/u™ 1 u#0surlsin<O0
U/
Vu NG u>0surl
%Exercice 5 :
1. Si f(z) =23 + 22, alors pour tout z € R, f'(z) =......
2. Si f(z) = 32 alors f est la produit de la fonction u définie sur R par u(x) = ... parleréel k= ....
Oru'(z)=...... , par conséquent
fl@)y=...---=......
3. Si f(z) = (2z + 5)(—x2 + 3) alors f est le produit de deux fonctions dérivables sur R :
u(z)=...... et v(z)=......
De plus
u(z)=...... et V(z)=......
Par conséquent
FIm) =
4. Si f(x) = = alors f est I'inverse de la fonction v définie sur R\{§} par
7 _
v(x)=......
Or
v(z)=......
On en déduit que :
Flle)y=.oi
. 3z —4 . . L.
5. Si f(x) = peamill I =]—1;1[ alors f est le quotient de deux fonctions u et v dérivables sur I avec v(z) # 0
22 _
sur I et :
u(x)=......... et v(E)=.........
De plus
w(x)=......... et V(@) =.........
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Par conséquent

6. f(x)=Bx—5)?sur [ =R
f est la carré d'une fonction u dérivable sur R avec :

u(x)=...... et u(x)=
Par conséquent :
Fm) =
7. f(x) = (2> +22)t sur =R
f est de la forme u* avec u(z) =...... De plus v/(z) = ...... et par conséquent
Fm) =
8. f(x) =3z —9surl =149
f est de la forme \/u avec u(z) =...... De plus v/(z) = ...... et par conséquent
Flm) =
Remarques :

— Les fonctions polyndmes sont dérivables sur R
— Les fonctions fonctions rationnelles sont dérivables sur tout intervalle ne contenant pas de valeur qui annule le
dénominateur.

ITT) Applications de la dérivation a I’étude de fonction

ITII-1 Variations d’une fonction

Rappelons le théoréme vu en classe de Premiére.

P
'{ﬁ‘y Théoréme 1 : Lien entre le signe de la dérivée et les variations de la fonction
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

1. f est constante sur I si et seulement si f' =0 sur I.

2. f est croissante sur [ si et seulement si f'...0 sur I.

3. f est strictement croissante sur I si et seulement si f/...0.

g

Remarque : Ainsi, I'étude des variations d'une fonction dérivable se raméne a la recherche des intervalles sur lesquels
la dérivée f’ conserve un signe constant.

N ! 7
-@ Exemples :

1. On considére la fonction f définie sur R par f(z) = 3. Etudions ses variations sur R.

On se rappelle que f/(x) = 3z2...0, par conséquent f est une fonction ......... sur R
€y =23
— J —f+—+—
07
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2. Etudions les variations de la fonction f : @ — 22 + 4z — 5. f est dérivable sur R et f/'(x) =......

Deplus2x+4<0<«<=ax<...donc fest............ sur......
Deméme....-->0<«<=x>...donc fest............ sur......
Par conséquent on obtient le tableau de variation suivant :
T —00 -2 +00
f'(x) 0
f

I11-2 Extremums d’une fonction

A\ 2 c

4u Théoreme 2 :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si f admet un extremum local en un point x( intérieur a |
alors f/'(zg) =0

Remarque : Dans la pratique, les extrémums locaux sont aisément repérables sur le tableau de variations : ils
correspondent aux changements de sens de fleches. Ainsi la fonction de |'exemple précédent admet un ............
local en —2 .

Remarque : La réciproque de ce théoréme est fausse.

Considérons par exemple le cas de la fonction cube, dont
la dérivée s'annule en 0 qui n'est pourtant pas un extre- C y=a>
mum local. vy
Il faut ajouter une hypothése pour avoir le résultat réci- J
proque, comme suit :

N

-
&% Théoréme 3 :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Soit 2o un point intérieur a I. Si f’ s'annule en zg en
changeant de signe alors f a un extremum local en z.

.
xr a x a
f'(x) - 0 + f/(x) + 0 _
()
f f
N
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-\?’-Exemple :

On considére la fonction f définie sur R par

Sa dérivée

Deplus 2r+6 <0< —2z<...<x......

De méme 22 +6>0<= —2z>...<x......

Par conséquent f’ s’annule en changeant de sigheena=....
Cet extremum estun ............ quivaut .......

Voici le tableau de variations de la fonction f ainsi que sa courbe :

9
x —00 3 +00
8
f(@) + 0 -
— 7
f 6 / \
5
4

oC .y =
—
/
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