
Ly
ée Paul Sabatier, Car
assonne Classe de 2
nde

Chapitre 10 : Géométrie dansl'espa
eC. Aupérin2008-2009

�Télé
harger 
'est tuer l'industrie, tuons les tous� Thurston MooreDernière modi�
ation : 22 mai 20091



Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
eTable des matières1 Règles de base 11.1 Les axiomes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 Positions relatives 22.1 De deux plans . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 Deux deux droites 43.1 D'une droite et d'un plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63.2 Orthogonalité d'une droite et d'un plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1



Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
eCours : Géométrie dans l'espa
e1 Règles de base1.1 Les axiomesAxiome 1 : Il existe une et une seule droite de l'espa
e passant par deux points distin
ts.Remarque : On dit qu'une droite est entièrement déterminée par la donnée de deux points.Axiome 2 : Il existe un et un seul plan de l'espa
e passant par trois points non alignés.Remarque : Lorsqu'un plan 
ontient les points A et B, alors il 
ontient tous les points de la droite
(AB).Propriété 1. Un plan est entièrement déterminé par� Trois points non alignés� Une droite et un point n'appartenant pas à 
ette droite� Un point et deux ve
teurs (
omme pour les repères du plan)

Dé�nition 1. Quand des éléments de l'espa
e appartiennent à un même plan, on dit que 
eséléments sont 
oplanaires.Remarque : Deux ou trois points de l'espa
e sont toujours 
oplanaires.THÉORÈME 1. Lorsque tous les éléments d'un problème sont 
oplanaires, toutes les règlesde la géométrie plane s'appliquent (Thalès, Pythagore ...)
Exer
i
e 1.1.
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Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
eOn 
onsidère ABCD un tétraèdre régulier (lesfa
es sont des triangles équilatéraux) dont lesarêtes ont pour longueur a. Soient I, J , K et L lesmilieux respe
tifs de [AB], [BC], [CD] et [AD].1. Faire un s
héma de la situation.2. Montrer que IJKL est un losange.3. (a) Cal
uler AK en fon
tion de a.(b) Déterminer la nature du triangle AKB.(
) En déduire KI en fon
tion de a.4. Montrer que IJKL et un 
arré.2 Positions relatives2.1 De deux plansTravail de l'élève :Soit ABCDEFGH un 
ube et S le 
entre de lafa
e EFGH . On dit que deux plans sont parallèless'ils sont 
onfondus ou sans point 
ommun.1. En utilisant les fa
es du 
ube, 
iter des plansqui sont parallèles stri
tement et parallèles
onfondus.2. En utilisant les fa
es du 
ube, 
iter des plansqui ne sont pas parallèles.3. Montrer que les plans (ABC) et (SCD) nesont pas parallèles. Trouver l'interse
tion de
es plans.Dé�nition 2. On dit que deux plans sont parallèles s'ils sont 
onfondus ou sans point 
ommun.
THÉORÈME 2. Il existe un plan et un seul passant par un point donné et parallèle à unautre plan.
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Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
ePropriété 2. Deux plans de l'espa
e sont parallèles ou sé
ants. Dans 
e dernier 
as, leur inter-se
tion est une droite.

Problème : (servant d'exemple tout au long de la leçon)On 
onsidère ABCD un tétraèdre. Soient I, J , K, M et N les milieux respe
tifs de [AB], [AC], [AD],
[BD] et [CD].1. Déterminer l'interse
tion des plans (ABC) et

(IJK).2. Démontrer que les droites (IJ) et (MN) sontparallèles.3. Déterminer les droites D1 et D2 d'inter-se
tion des plans (ACM) et (BCD) puis
(ACM) et (IJK).4. Démontrer que les droites D1 et D2 sont par-allèles.5. Démontrer que la droite (IJ) est parallèle auplan (BCD).6. Démontrer que les plans (IJK) et (BCD)sont parallèles.Réponse à la question 1 :

Propriété 3. Dans l'espa
e, si deux plans sont parallèles à un même troisième, alors ils sontparallèles entre eux. 3



Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
eExer
i
e 2.1. ABCDEFGH un parallélépipéde re
tangle. Soient I le milieu de [AB], J le milieu de
[BC] et K le milieu de [BF ].1. Faire un s
héma2. Démontrer que les plans (DEG) et (AFC) sont parallèles.3. Démontrer que les plans (IJK) et (AFC) sont parallèles.4. Déduire des questions 2 et 3 que (IJK) et (DEG) sont parallèles.3 Deux deux droitesTravail de l'élève : Soit SABC un tétraèdre.1. Les points S, A, B et C sont-ils 
oplanaires ?2. Les droites (SA) et (BC) sont-elles 
oplanaires ? (on raisonnera par l'absurde)Propriété 4.� S'il existe un plan 
ontenant deux droites d et d′, alors d et d′ sont soit sé
antes, soit parallèles(stri
tement ou 
onfondues) dans le plan qui les 
ontient.� Sinon on dit qu'elles sont non 
oplanaires et elles n'ont pas de points d'interse
tion.Si les droites sont 
oplanaires :
Si les droites ne sont pas 
oplanaires :

Remarques :� Dans l'espa
e, deux droites sans points 
ommun ne sont pas for
ément parallèles ! Elles peuventêtre non 
oplanaires.� Dans l'espa
e, deux droites qui ne sont pas parallèles n'ont pas for
ément de point 
ommun ! Ellespeuvent être non 
oplanaires.� Dans l'espa
e, un plan est entièrement déterminer par deux droites sé
antes.� Dans l'espa
e, un plan est entièrement déterminer par deux droites stri
tement parallèles.Travail de l'élève :
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Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
eSoit SABC un tétraèdre et I le mileu de [BC],
J 
elui de [AB], K 
elui de [SB], G le 
entre degravité du triangle SAB et H le 
entre de gravitédu triangle SBC.1. (a) Montrer que (AC)//(IJ).(b) Montrer que (IJ)//(GH) (triangle

SIJ).(
) Montrer aussi que (AC)//(GH) (trian-gle KAC).2. On 
onsidère le plan parallèle à (ABC) pas-sant par K. Comment le dessiner ?
Propriété 5. Dans l'espa
e, si deux droites sont parallèles à une même troisième, alors ellessont parallèles entre elles.Réponse à la question 2 :
Propriété 6. Dans l'espa
e, si deux plans sont parallèles alors tout plan qui 
oupe l'un 
oupel'autre et leur droites d'interse
tion sont parallèles.

Preuve : Soient D1 et D2 les droites d'interse
tion. Elles sont 
oplanaires, don
 soit parallèles, soitsé
antes. Or si elles sont sé
antes en un point M alors M appartient à P1 et P2, 
e qui est absurbde.Don
 elles sont stri
tement parallèles.
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Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
eRéponse à la question 3 :Réponse à la question 4 :
3.1 D'une droite et d'un planDé�nition 3. Une droite est parallèle à un plan si elle est parallèle à une droite de 
e plan.Dans le 
as 
ontraire, elle est sé
ante au plan et leur interse
tion est un point.Remarque : Une droite 
ontenue dans un plan est parallèle à 
e plan.Propriété 7. Une droite est parallèle à un plan si et seulement si elle est in
luse dans 
e planou elle n'a pas de point 
ommun ave
 
e plan.

Preuve :� Si d est une droite parallèle à un plan P telle qu'elle n'est pas in
luse dans P et qu'elle possèdeun point 
omme A ave
 P. Comme d//P il existe une droite d′ de P telle que d//d′ (stri
tement
ar d * P).On 
onsidère alors la droite ∆ de P, parallèle à d′ passant par A.On a ∆//d′//d don
 ∆//d. Or A appartient à D et à ∆, don
 d et ∆ sont 
onfondues. Mais
d * P, don
 
e
i est absurde, notre hypothèse est fausse.� Ré
iproquement :� Si d ⊂ P, alors d parallèle à elle-même don
 d parallèle à P.� Supposons que d et P n'ont pas de point d'interse
tion. Alors il existe A ∈ P et on a A /∈ d.On 
onsidère alors le plan P ′ 
ontenant A et d. Comme d * P, on a P ′ et P distin
ts, ave
 Apour point 
ommun. Ils sont sé
ants en une droite d′.6



Chapitre 10 Géométrie dans l'espa
eComme d et P n'ont pas de point d'interse
tion, d et d′ ne sont pas sé
antes. Mais elles sont
oplanaires (dans P ′), don
 elles sont stri
tement parallèles.On a don
 trouver une droite d′ de P parallèle à d. On 
on
lut que d est parallèle à P.Réponse à la question 5 :
Propriété 8. Une droite et un plan de l'espa
e sont soit parallèles, soit sé
ants (et dans 
e 
asleur interse
tion est un unique point).
THÉORÈME 3. Dans l'espa
e, si deux droites sé
antes (d'un plan) sont parallèles à unautre plan, alors 
es deux plans sont parallèles.

Réponse à la question 6 :
3.2 Orthogonalité d'une droite et d'un planTravail de l'élève : Soit ABCDEFGH un 
ube. Cal
uler AG.Dé�nition 4. Dans l'espa
e, deux droites sont perpendi
ulaires si elles sont sé
antes et perpen-di
ulaires dans le plan qui les 
ontient.Dans l'espa
e, une droite est perpendi
ulaire (ou orthogonale) à un plan en un point A, si elleest perpendi
ulaire à deux droites sé
antes de 
e plan passan par A.

Propriété 9. Dans l'espa
e, une droite perpendi
ulaire à un plan en un point A si et seulementsi elle est perpendi
ulaire à toutes les droites de 
e plan passant par A.
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Exer
i
esExer
i
e 1.1. Soit ABCD un tétraèdre régulier (les fa
es sont des triangles équilatéraux) dont lesarêtes ont pour longueur a. Soient I, J , K et L les milieux respe
tifs de [AB], [BC], [CD] et [AD].1. Faire un s
héma de la situation.2. Montrer que IJKL est un losange.3. (a) Cal
uler AK en fon
tion de a.(b) Déterminer la nature du triangle AKB.(
) En déduire KI en fon
tion de a.4. Montrer que IJKL et un 
arré.Exer
i
e 1.2. ABCDEFGH un parallélépipéde re
tangle. Soient I le milieu de [AB], J le milieu de
[BC] et K le milieu de [BF ].1. Faire un s
héma2. Démontrer que les plans (DEG) et (AFC) sont parallèles.3. Démontrer que les plans (IJK) et (AFC) sont parallèles.4. Déduire des questions 2 et 3 que (IJK) et (DEG) sont parallèles.Exer
i
e 1.3. ABCDE un pyramide telle que BCDE soit un parallèlogramme de 
entre O.
I est le milieu de [AB] et J est le milieu de [AC]1. Faire un s
héma2. Pré
iser en justi�ant les interse
tions :(a) Des plans (ABC) et (ACD)(b) Des plans (ABD) et (AEC)(
) De la droite (AO) et du plan (AEC)(d) De la droite (ID) et de la droite (AO)3. Démontrer que la droite (IJ) et la droite (ED) sont parallèles.4. En déduire l'interse
tion des plans (ABC) et (EID)5. Montrer que la droite (IJ) et le plan (BCD) sont parallèles.Exer
i
e 1.4. ABCDEFGH un 
ube. Soient I le milieu de [AE], J le milieu de [AB], K le milieu de
[BC] et L le milieu de [CG].1. Faire un s
héma2. Quelle est la nature du quadrilatère AILC ?3. Démontrer que les droites (JK) et (AC) sont parallèles.



4. En déduire que les droies (JK) et (LI) sont parallèles.5. Démontrer que les droites (IJ) et (KL) sont 
oplanaires.6. En déduire qu'elles sont s{e
antes en un point S.7. Déterminer l'interse
tion des plans (ABF ) et (FBC).8. Démontrer que le point S appartient à la droite (BF )Exer
i
e 1.5. Soit ABCD un tétraèdre régulier (les fa
es sont des triangles équilatéraux). Soient I,
J , et K les milieux respe
tifs de [AD], [BD], [CD].1. Démontrer que les droites (AB) et (IJ) sont parallèles.2. Exprimer IJ en fon
tion de AB3. Exprimer le périmètre P ′ du triangle IJK en fon
tion du périmètre P du triangle ABC.4. Exprimer l'aire A′ du triangle IJK en fon
tion de l'aire A du triangle ABC.5. Exprimer le volume V ′ du tétraèdre IJKD en fon
tion du volume V du tétraèdre ABCD.Exer
i
e 1.6. On 
onsidère un 
ube ABCDEFGH et I un point de l'arête [GC].1. Pré
iser, en justi�ant les réponses, si les éléments suivants sont 
oplanaires ou non :(a) Les droites (EH) et (BC)(b) Les droites (AG) et (BH)(
) Les droites (AG) et (EI)(d) Les droites (BH) et (EI)2. Déterminer la position relative des plans (EGB) et (ACH).3. Expliquer pourquoi (EH) est perpendi
ulaire au plan (DCG).4. Le point I appartient au plan (EGB), (DAG), (EAC) ou (HEF ) ?Exer
i
e 1.7. On 
onsidère une pyramide régulière SABCD de sommet S, de base 
arrée ABCDdont les fa
es latérales sont des triangles équilatéraux. On pose AB = a. On appelle I le milieu de [SA],
J le milieu de [SB] et O le 
entre de ABCD.1. Faire une �gure en prenant a = 5 
m.2. Montrer que AC = a

√
2.3. Démontrer (SA) et (SC) sont perpendi
ulaires.4. Déterminer, en jusitifant les interse
tions suivantes :(a) des plans (SAB) et (SBC)(b) des plans (SAC) et (SBD)(
) de la droite (SO) et du plan (ADC)5. (a) Démontrer que les points A, C, S, O et I sont 
oplanaires.(b) En déduire que les droites (CI) et (SO) sont sé
antes. Que représente leur interse
tion pourle triangle SAC ?6. Déterminer la position relative des droites (SB) et (AC).7. Démontrer que (IJ) est parallèle au plan (ABC).



Position relative de deux plansSoit ABCDEFGH un 
ube et S le 
entre de la fa
e EFGH . On dit que deux plans sont parallèless'ils sont 
onfondus ou sans point 
ommun.1. En utilisant les fa
es du 
ube, 
iter des plansqui sont parallèles stri
tement et parallèles
onfondus.2. En utilisant les fa
es du 
ube, 
iter des plansqui ne sont pas parallèles.3. Montrer que les plans (ABC) et (SCD) nesont pas parallèles. Trouver l'interse
tion de
es plans. Transitivité du parallélismeSoit SABC un tétraèdre et I le mileu de [BC], J 
elui de [AB], K 
elui de [SB], G le 
entre degravité du triangle SAB et H le 
entre de gravité du triangle SBC.1. (a) Montrer que (AC)//(IJ).(b) Montrer que (IJ)//(GH) (triangle
SIJ).(
) Montrer aussi que (AC)//(GH) (trian-gle KAC).2. On 
onsidère le plan parallèle à (ABC) pas-sant par K. Comment le dessiner ? ProblèmeOn 
onsidère ABCD un tétraèdre. Soient I, J , K, M et N les milieux respe
tifs de [AB], [AC],

[AD], [BD] et [CD].1. Déterminer l'interse
tion des plans (ABC) et
(IJK).2. Démontrer que les droites (IJ) et (MN) sontparallèles.3. Déterminer les droites D1 et D2 d'inter-se
tion des plans (ACM) et (BCD) puis
(ACM) et (IJK).

4. Démontrer que les droites D1 et D2 sont par-allèles.5. Démontrer que la droite (IJ) est parallèle auplan (BCD).6. Démontrer que les plans (IJK) et (BCD)sont parallèles.


