Chapitre 10 : La fonction logarithme népérien

Rappel oral : Nous avons vu dans le chapitre sur la fonction exponentielle que :
« Pour tout réel k >0, il existe un unique réel x tel que ¢" =k .
Ce nombre est appelé logarithme népérien de k et noté Ink . »

I. Définition et propriétés

1) Fonction réciproque de |'exponentielle

Définition :
On appelle fonction logarithme népérien la fonction, notée In, qui a tout x >0 associe
I'unique solution de I'équation ¢’ = x d'inconnue 7 . Ainsi la fonction In est définie par :
In:R" - R
x—=Inx
La fonction In est appelée fonction réciproque de la fonction exp.

Remarques :
e Comme x=¢" >0, Inx n'adesensquesi x>0.
e Par définition ona donc : €"* = x pour tout x € R et Ine* = x pour tout x>0.
e Onaégalement Ine=1et Inl=0
e Pour tous réels a et b strictement positifs Ina=Inb < a=>b
e Sur la calculatrice, montrer la touche.

Exercices :
1) Déterminer I'ensemble de définition des fonctions f et g définies par f(x)=In(x+ 3)

et g(x)=In(x>—x—2)
2) Simplifications : n°60-51 p 150
3) Résolutions : n°52-53-54 p 150

2) Propriétés algébriques

Théoréme : Relation fonctionnelle
La fonction In transforme les produits en sommes :
Pour tous réels a et b strictement positifs : In(ab)=Ina+1Inb

Preuve : L'exponentielle transforme les sommes en produits, donc ¢"“"™"” = ¢"“e™" = ab .

Dot Inab=Ina+Inb

Remargque : sur l'argument d'un nombre complexe.



Corollaire :
Pour tous réels a et b strictement positifs :

ml=—Mb
b
In<=Ina—Inb
b
ln(a") =nlna pour neZ

ln\/_=%lna

1
Preuve : D'apres le théoréme lng +Inb=1In1=0. Dol 1p) = —Inb-
b

N a s
De méme, ln;+lnb=1na, d'oll ln%zlna—lnb-

Si n =0, une récurrence immédiate donne Ina” =nlna.
Si n<0 alors ln(a"): ln%: —ln(a‘”). Comme —n>0 ona ln(a’”) =-nlna.
a n

D'ou 1n(a”)=n1na.
Comme lnazln(x/;x/g)zﬂnx/g,ona lnx/_:%lna

Exercices : Ecrire les réels suivants a l'aide de In2 et In3: A=Inl144 et B=In81+ ln(3x/§)
+n°14-15 p 147 + n°34-35-36-37 p 149

IT. Etude de la fonction In
1) Dérivabilité

Théoréme (admis) :
La fonction In est continue sur R*" .

Théoréme :
La fonction In est dérivable sur R*", et pour tout réel strictement positif x ona:

1
In'(x)=—.
by

Preuve : Soitx e R™".
Etudions alors ﬁmw (on considére h assez proche de O pour que In(x + k) OK.)

h—0

X+h_ 1n(1 +ﬁj On veut faire le changement de variable f — ln(1+ﬁ] :
X X X

In(x+h)—Inx=1In
e Comme la fonction In est continue en 1, nous avons que limIn| 1+— |=Inl1=0.
h—0 X

Doncsi h— 0 alors H — 0.

e Deplus: H=1n(1+ﬁ)@eH:1+ﬁ et donc h = x(e” —1).
X X



In(x+h)—Inx .

Nous pouvons alors écrire : lim = lim ————.
h—0 h H-0 x(e” —1)
Ho_ H__ 0 . In(x+h)—1n 1 1 1
Or fim &1 _jjmé ¢ = exp'(0) = 1. Donc imprmziny 11 1
H—0 H u=0 H —0 h—0 h x 1 x

Remarques :
e L'approximation affine de la fonction 4+ In(1+ k) au voisinage de O est In(1+h)=h.

(On applique la formule f(x+h)= f(x)+ f'(x)h, pour f dérivable sur V(x) et h proche de 0)
e Latangente a la courbe en A(1;0) est la droite d'équation y=x—1
(On applique la formule T :y = f'(a)(x—a)+ f(a), pour f dérivable en a)

Exercices :
1) Dériver la fonction f définie par: f(x)=3—x+Inx.
2) Déterminer la primitive F' de la fonction f définie sur ]0;+e[ par f(x):2—x—i telle
X

que F(1)=2

Corollaire:
. . . *
‘ La fonction In est strictement croissante sur R™ .

Preuve : immédiat
Remarque : La croissance de In se traduit par : Inx<Iny < x <y pour tous x et y de R*"

Exercices :
1) Résoudre I'équation In(x —2)=0 et l'inéquation In(x—2)<0
2) Résoudre I'équation In(2x+1)=In(3 - x)
3) n°18-19-20-21-22-23 p 147 + 38 p 149 + n°566-57 et 58 p 150

Propriété :
Pour toute fonction u dérivable sur un intervalle I et strictement positive, la fonction

f x> In[u(x)] est dérivable sur I et pour tout réel x de Iona:

PN C))
f'x)= =
Preuve : f'(x)=u'(x)x In'[u(x)] = ”'((x))
u\x

Propriéteé :
Soit une fonction u dérivable sur un intervalle I qui ne s'annule pas sur I. Une primitive

!

u
sur I de la fonction — est la fonction : ln|u| .
u
Preuve : Comme u est continue sur I et ne s'annule pas sur I, u ne change pas de signe
surI.Si u>0 surI, alors In'(u]) = In'() = “' siu<0 surI,alors In'(ul) = In'(—u) = e
u —Uu u

Exercices: n°70 a 76 p 152 + N°82 p 153



2) Limites
Théoréme :
lim Inx = 400 et lign Inx =—o0

X—>oo

x—0

Remarque : la représentation graphique de In admet une asymptote verticale d'équation x =0.

Preuve : Soit A€ R"" . Or pour tout x>e”* ona Inx>Ine’ =Inx>A.
Donc pour tout réel A, il existe un réel (e*) au dela duquel Inx = A . D'ot lim Inx = +oo.,

X—>oo

. . . . 1 .
Par changement de variable on obtient alors limlnx = lim In—=—- lim In X = —eo.
x:>0 X —>+oo X X—>+oo
Théoréme :
. Inx . Inx .
lim —=0 et lim —=0 (VneN)
X0 x X+ x
limxlnx=0 et lignx"lnsz (‘v’neN*)
x—0 x—0
. Inx
lim =1
=1 x — 1
Preuve :
) . Inx . )
e Onpose X=Inx. Lorsque x —> +eo, X aussi. Alors lim — = lim —. Or on sait que
X0 x X—>+te0 @
X
. e .o X . Inx
lim — =+oo d'ott lim —=0.Donc lim —=0.
X400 X X0 o X—teo  x
. Inx . 1 Inx . 1
e Onseplacedanslecas n 22 : lim = lim ———=0 car lim—=0 (n—1>1)
x—teo x " x—>eo X X—>+oo x”’I

1 >
e Onpose X =—. Alors quand x—0,0ona X — +oo.
X

Vs 1 1 -InX
D'ol limxInx= lim —Iln— = lim n =0
> Xoto X X Xote X

x—0
. . -1 . -1
e Onseplacedanslecas n =2 : limx"Inx =limx" xlnx =0 car limx"" =0.
x—=0 x—=0 x—=0
Inx Inx—Inl

lim—— = lim =In'l= L 1. Notons que I'on peut aussi écrire lim
-1 x—1 P b | 1 h—0

In(l+h)
h

1

Corollaire :

. Inx
Pour toute fonction polyndme P de degré supérieur ou égal a1, ona lim =0
X—>oo P(X)

. Inx . Inx
Preuve : Onnote P(x)=a x" +..+ax+a,. Alors lim —— = lim =0

X—>teo P(x) X+ x”
n

Remarque : On retiendra que « En +oo et en O, toute puissance de x I'emporte sur Inx »



Exercices :

In(x+1 In(x+1) In(x+1 +1
1) Etudier la limite de M en +oo . Indication : n(x ): n(x )>< al
X X x+1 X
) o Inx o Inx 2111\/;
2) Etudier la limite de —= en oo, Indication: —— = ———.
e N
3) Etudier la limite de v/xInx en 0.
. I + L In(1—x)
4) Etudier la limite de Inx X 1In(1—x) en 0" . Indication: xInx X ———=
X
5) n°26-27 p147 + 39 a 42 p 149
6) Sur la calculatrice, tracer les courbes .........
3) Courbe représentative
Tableau de Variations de la fonction In :
X 0 1 +o0
In'(x) = !
n'(x) = X + 1 -
—+oo
Inx

On rappelle que :
e La courbe représentative de In admet I'axe des abscisses pour asymptote en O.
e Ladroite d'équation y = x —1 est la tangente d la courbe en A(1;0)

> Visualiser la courbe et sa tangente sur les calculatrices.

Remarque orale : croissance rapide au départ, lente ensuite.



Lien avec la fonction exponentielle :
« Les courbes représentatives sont symétriques par rapport a la droite d'équation A:y=x »

Preuve : Soit un réel x fixé et soit M(x;y) € CCXP. Alors y=¢".

Soit M'(x'";y") le symétrique de M (x;y) par rapporta A. Alors x'=¢" et y'=x.

En effet MM '(x'- x;y'—y) est orthogonal a u(l;1), doti x'=x+y'=y=0. De plus, le
xX'+x y+y

milieu de [MM'] de coordonnées ( 5

) doit étre sur A. On doit alors avoir

|+ |+ , .
al 5 al =¥<:>x'+x=y'+y. On résout le systéme et on frouve x'=y et y'=x.

Or lnx'zln(e")zxzy'. On en déduit que M'(x";Inx')e C, . Réciproquement, on
montre que si M '(x";y") € C,, alors M(x;y)€C,,,.

» Compléter le graphique suivant :

&

Exercices : étude de fonction n° 43-66-105 p 149 a 156



ITTI. Nouvelles fonctions

1) Les fonctions « logarithme »

Définition :
Soit a€ R . On appelle logarithme de base a la fonction, notée log,, définie sur R*",
Inx
par : log, (x)=—.
Ina
Remarques :

e Ces fonctions ont les mémes régles de calculs que pour le logarithme népérien, elles sont
. . rd . *
aussi continues, dérivables sur R™" .
e La fonction logarithme en base e correspond au logarithme népérien.

\ . 325826
Exemple : Le plus grand nombre 1¢" connu & ce jour (272°%%7
9 J

de chiffres.

—1) posséde preés de 10 millions

2) Les fonctions « exponentielle de base a »

Définition :
Soit a€R"" . On appelle fonction exponentielle de base a la fonction, notée exp, .

xIna

définie sur R, par: exp,(x)=e""=a".

Application : La relation In(a")=nlna pour a € R*" et neZ se généralise :
ln(a") = ln(e“““) =xIna, pour tout a e R*" et xeR.

Remarque : Pour a =1 ona exp,(x)=1"=1 pour tout xeR..

Propriétés :
Pour tous a,b € R™ et tous x,ye R :

! * 1 y a ay
av=a'a’ a = at=— a'l] =a” a'b*=(ab)’ —=|—-
, (a) (ab) (b)

Preuves : (faites par les éléves)

X c+y)1 1 ) 11 q ¢ 1
a’t = I = prlinagyina — gx gy e Posons b=a"=e""", Alors
1 ¢ " xlna
Xy _ (x-y)lna _ xina _ a)L (ax)} — by — eylnb — eyln(e ) — eyxlna — axy
a =e - ylna _a_\

. axbx — exlnaexlnh — ex(lna+lnb) — exln(ab) — (ab)x

=

a

b

_ 1 xln— 1Y 1
ax:exna:e a4 = — :_x
a a X xlna *In ﬁj x
a x(na-tnb) _ " \b _( )

b_x - exlnb



. 1,05

2.3 6, 1
a23q5* (aﬁ)ﬁ 2 ﬁ —42 3514750 = (é
a
+ n°87 AAEp 154

1 1
Contre-exemple : Ou est I'erreur dans —1 = (—1)l = (—1)2X5 = ((—1)2)2 = (—1)2 =12

Réponse : on doit avoir a >0 orici a=—11l

Théoréme :
La fonction exp, est dérivable sur R et pour tout réel x ona:

exp,'(x) = (a")' =(Ina)a*

Preuve : la fonction est de la forme €“. Ona (exp,(x))'=(a*)'=(e™)' = (Ina)e'™ = (Ina)a"

Corollaire :
e Sia>1adlors lafonction exp, est strictement croissante sur R .

e Si0O<ac<l dlors la fonction exp, est strictement décroissante sur R .

Preuve : Si a>1 alors Ina>0 etsi 0<a<1 alors Ina<0.

Proposition :
e Sia>1alors: lim a* = 400 lima* =0
X—>oo X—>—oo
e SiO<a<lalors: lima*' =0 lim a* = 4o
X—>oo X—>—o0

Preuve : (faites par les éléves)

e Sia>1alors Ina>0 donc lim xlna =+ et lim @ = lim "™ = 4oo
X—>oo oo oo
. _ ‘ 1
De méme lim xlna =—c donc lima" = lime""* =0
X—>—oc0 >0 oo

e SiO<a<lalors Ina<0 donc lim xIna=— et lim a* = lim ¢ =0.

X—>+oo X—>+oo X—>+eo
De méme lim xIna = +oo donc lim a* = lim "™ = 4+
X—>—o0 X—>—00 X—>—00
Tableaux de variations :
e Sia>1 e SilO<acxl
X —oo 0] 1 +oo X —oo 0 1 +oo

Sur les courbes représentatives ci-dessous, reconnditre les fonctions exp, et exp, :
2




+
=

" oy 2
Exercices : Résoudre 5 —5'" =4, 22 <2 3% 4t 42 =27 +n°98 p 155
Proposition : (limite programme)
X X
. a . R a
e Sia>1alors: lim — = 4o e SiO<ax<lalors:ijm% =
X—>+oo X X——eo ¥
ax xlna xlna
Preuve : Si a >1 alors lim — = lim = lim X Ina = +oo
X—>+oo X X—>+oo X X—>+w_xlna
x xIlna xlna
Si 0<a<1 dlors: {jm & = lim = lim xIng = —oo
x>0 x X0 X x-— xlna

3) Les fonctions puissances

Définition :
Soit o € R. On appelle fonction puissance la fonction f, définie sur |0;+oo par :

fo(x)=x".

Remarque : Dans la pratique, on étudie ces fonctions en écrivant x” = e
On note la nécessité de définir la fonction sur |0;+eo| .

Exemple: f,(x)=x" ="

by

Théoréme :
Les fonctions puissances sont dérivables sur |0;+oo| et : f,'(x) = ax*"

v

1

o
_ olnx \

1 X
Preuve : f,(x)=x"=¢""" dol f,'(x)=a—e"" =o—=ax
x X

Exemple: f.'(x)=nx""



Définition - propriété :

Soit @ € R" et n un entier naturel non nul. On appelle racine n-iéme du nombre a, notée
1

ta, I'unique réel positif tel que (%)” —a.0na0=0 et ¥a=a".

Preuve :
La fonction x > x" est continue et strictement croissante de [0;+co| dans [0;+oo| . D'aprés le

corollaire du TVI, il existe donc une unique solution a I'équation x" =a dans [0;+<>o[ notée 4/5

par définition. De plus, si a=0 on a b"=0b=0, si a>0 on a
1 1

1
nx— = -
b'=a=b "=a" & b=a"

3

Exemple: 416 =2, 4%’ =32 (J3 125 )2 =25 16* =8 8107 =27

1
—Inx

—Inx
Remarque : x> e" n'‘est pas définie en O, mais lime” =0. La fonction admet donc un
x—0

prolongement par continuité en O.

Voir la touche sur la calculatrice ? Visualiser sur la calculatrice les fonctions

a>1
¥ Type x* a=1

O<a<l

Type 4/ X

- R
— o

a<
Type

Exercice : n° 87 fin - 88-95 p 155



